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1. Der Gehalt der Luft an Radium-Emanation, = 4 
nach Messungen bei Flugzeugaufstiegen;) 
von A. Wigand und F. Wenk 


(Hierzu Tafel XIX und XX) 


Inhalt: 1. Aufgabe. — 2. MeBverfahren; a) Versuchsbedingungen 
im Flugzeug; b) Auswahl des MeBverfahrens; c) Apparatur; d) Gang der 
Versuche, Kontrollen und Eichungen; e) Auswertung; f) Meßgenauigkeit. 
— 8. Ergebnisse. — 4. Diskussion der Ergebnisse. — 5. Zusammenfassung. 


1. Aufgabe > 

Die Klärung der Frage nach den Ionisatoren, die in der 
freien Atmosphäre wirken, erfordert eine quantitative Bestim- 
mung der vertikalen Verteilung der Radiumemanation bis zu 
großen Höhen. Die Ergebnisse einer solchen Untersuchung 
lassen Aufschlüsse erwarten über die atmosphärische Ionisie- 
rungsbilanz, auch über die Herkunft der in der freien At- 
mosphäre enthaltenen Radiumemanation, über die allgemein- 
meteorologisch wichtige Größe des auf der Scheindiffusion durch 
Turbulenz beruhenden Austauschs, ferner auch über den 
Ursprung der durchdringenden Höhenstrahlung. 

Bisher liegen solche Messungen der Radiumemanation in 
der freien Atmosphäre noch nicht vor. Die zahlreichen Mes- 
sungen im Laboratorium und im Freien am Boden erlauben 
keine Schlüsse auf den Emanationsgehalt der freien Atmosphäre, 
auch Messungen im Gebirge nicht, wie sie Wright und Smith?) 
auf dem 2460 m hohen Mt. Pauai bei Manila ausgeführt haben. 

Nach kurzen Notizen von Ebert und Lutz?) zeigten 


1) Vorläufige Mitteilungen: F. Wenk, Diss. Halle 1924 (nicht ge- 
druckt); A. Wigand, Phys. Ztschr. 25. 8S. 684. 1924; ,,Luftelektr. 
Untersuchungen bei Flugzeugaufstiegen“, Fortschr. d. Chem., Phys. 
und physik. Chem. (Eucken) 18. Heft 5, Serie B, 8. 36. Berlin 1925 
(Bornträger). 

2) J. R. Wright u. O. F. Smith, Phys. Ztschr. 15. S. 31. 1914. 

3) H. Ebert, Münch. Ber., math.-phys. Kl. 30. 8. 517. 1900; 
H. Ebert u. ©. W. Lutz, Beitr. z. Phys. d. fr. Atm. 2. $. 201 1908. 
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Luftproben, die bei einer Münchener Freiballonfahrt aus der d 
Höhe mitgenommen waren, einen Emanationsgehalt der höheren v 
Schichten, welcher der Größenordnung nach nicht wesentlich 
von dem der unteren Schichten abwich; nähere Angaben über 
Meßverfahren und Ergebnisse fehlen. 

Indirekte Emanationsbestimmungen von Flemming!) im 
Freiballon nach der Methode der Drahtaktivierung, die nur 
relative Vergleiche gestattet, ergaben, daß an einem Gewitter- 
tage die Aktivierung mit der Höhe zunahm; an anderen Tagen 
wurde Abnahme der Aktivierung mit wachsender Höhe gefunden, 
_ einmal auch bis 3700 m Höhe keine Änderung, und darüber, 
oberhalb von Wolken, bis 8000 m Höhe eine Abnahme im 
Verhältnis 39: 2,5. 


Messungen der durchdringenden Strahlung lassen ebenfalls 
indirekte Schliisse zu auf das Vorhandensein radioaktiver Sub- 
_ gstanzen in der Luft. Aus den Ergebnissen derartiger Frei- 
LH ballonmessungen konnte Kolhörster?) den Emanationsgehalt 


ay 


der Luft über dem Erzgebirge in 3000—4000 m Seehöhe auf 
1300-10-18 Curie/cm® schätzen; das ist das 15-fache des 
mittleren Gehalts am Boden. 

Brandes?) fand durch Aktivierung von Drachendrähten 
bis 300 m Höhe Zunahme der Aktivierung. Nach zahlreichen 
ähnlichen Messungen von Bongards*) in Lindenberg unterliegt 
_ die Aktivierung von Drachendrähten starken zeitlichen Schwan- 
kungen. Die Verwertbarkeit solcher Messungen wird beein- 
trächtigt durch den Einfluß des elektrostatischen Erdfeldes, 

das unabhängig vom Emanationsgehalt der Luft starken Schwan- 
kungen unterworfen ist. 
ea Aus solchen indirekten Messungen läßt sich quantitativ 
oo? schließen und höchstens qualitativ folgern, daß auch in 


~~ 


1) H. Flemming, Phys. Ztschr. 9. 8. 801. 1908; Ill. Aeron. Mitt. 
13. S. 1019. 1909. 
te 2) W. Kolhörster, Verh. d. D. Phys. Ges. 15. S. 1118. 1918; Phys. 
 Ztschr. 15. 8. 1154. 1918; W. Kolhörster (mit A. Wigand u. K. Stoye), 
Abh, d. Naturf. Ges. Halle. N. F. Nr. 4. 8. 43—44. 1914. 

8) H. Brandes, Diss. Kiel 1905. 

4) H. Bongards, Arb. d. Pr. Aeron. Obs. Lindenberg i. J. 1913, 
% 8.411. 1914; Met. Ztschr. 1914. 8. 189; 1919. 8. 339; Phys. Ztschr. 21, 
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den bodenfernen Luftschichten radioaktive Zerfallsprodukte 
vorkommen. 

Nimmt man an, daß die radioaktiven Substanzen in der 
Atmosphäre ausschließlich von der Erdoberfläche stammen, so 
läßt sich ihre mittlere vertikale Verteilung unter dem Einfluß 
des vertikalen Luftaustausches mit Annahme bestimmter, aus 
anderen meteorologischen Vorgängen gewonnener Werte für die 
Größe des Austauschs berechnen.!) Ein derartiger „normaler“ 
Verteilungszustand kann sich wohl einstellen, wenn man absehen 
darf von lokalen und zeitweisen Störungen durch besondere 
meteorologische Bedingungen, wie starke Aufwärtsbewegung 
der Luft bei Gewitterbildung oder andrerseits Hemmung der 
vertikalen Bewegung durch Sperrschichten. Würde ein solcher 
normaler Verteilungszustand im Mittel über größeren Festland- 
massen gleicher Bodenbeschaffenheit festgestellt, so könnte man 
aus solchen Messungen den Schluß ziehen, daß die Radium- 
emanation nur von der Erdoberfläche stammt. Auch böten 
dann solche Messungen die Möglichkeit einer unabhängigen 
Bestimmung der Austauschgröße. Bei Gewitterlage ist eine (im 
Vergleich zur normalen) langsamere, beim Vorhandensein starker 
Sperrschichten eine schnellere Abnahme des Emanationsgehalts 
der Luft mit wachsender Höhe zu erwarten. 

Eine befriedigende Beantwortung der Frage nach der 
vertikalen Verteilung der Emanation und damit ihrer Herkunft 
ist nur auf Grund neuer, quantitativer Messungen möglich. 
Dazu wurde bei unserer Arbeit die Methode der direkten und 
absoluten Radiumemanationsmessung im Flugzeug angewandt. 


2. Meßverfahren 
ee a) Versuchsbedingungen im Flugzeug 
oe: tig Das Flugzeug bietet gegenüber dem Freiballon und Drachen 
für physikalische Versuche manche Vorteile. Für Emanations- 
messungen günstig ist besonders der starke, durch geeignetes 
Steuern ziemlich konstant zu haltende Fahrtwind. Er garantiert, 
daß beim Horizontalfluge der Mittelwert des Emanationsgehaltes 


1) V. F. Hess u. W.Schmidt, Phys. Ztschr. 19. 8. 109. 1918; 
W. Schmidt, Phys. Ztschr. 27. S. 371. 1926; „Der Massenaustausch in 
freier Luft und verwandte Erscheinungen“, S. 80—82. Hamburg 1925 
(Grand). 
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der betreffenden Schicht gemessen werden kann, und daß Stö- 
rungen, wie z.B. beim Freiballon durch eventuellen Emanations- 
gehalt des Füllgases, nicht in Betracht kommen. Der hohe 
Staudruck des Fahrtwindes kann ferner dazu dienen, die Luft 
mit gut konstanter Geschwindigkeit durch die Apparatur zu 
treiben. Weiterhin kann das Flugzeug über beliebige Zeitdauer 
und in beliebiger Höhenlage horizontal fliegen, was beim Frei- 
ballon nur in Stabilitätsschichten gut gelingt. In anderer Be- 
ziehung aber sind physikalische Messungen im Flugzeug derart 
erschwert gegenüber Laboratoriumsmessungen, daß beim Ent- 
wurf einer Meßapparatur weitgehend darauf Rücksicht genommen 
werden muß. 

Das zur Verfügung stehende Hallesche Universitätsflugzeug 
gehörte einem Flugzeugtyp an, wie er im Jahre 1915 zu mili- 
tärischen Beobachtungsflügen verwendet worden war: Ein ver- 
spannter Doppeldecker (RuC1) mit vorn liegendem Propeller 
und 160 PS-Mercedes-Standmotor. Das Flugzeug besaß bei 
Beginn der Versuche eine Gipfelhöhe von etwa 3200 m. Durch 
Einbau eines überkomprimierten Motors gelang es leider nur, 
die Gipfelhöhe auf 3800 m zu steigern, da die Motorleistung 
durch unregelmäßigen Gang stark herabgedrückt wurde. Das 
Flugzeug konnte schnellstens in 20 Minuten auf 2000 m, in 
etwas über einer Stunde auf Gipfelhöhe steigen. Beim Geradeaus- 
flug in geringen Höhen ließ sich die Eigengeschwindigkeit etwa 
zwischen 25 und 35 m/sec regulieren. Dem unteren Geschwin- 
digkeitswerte entspricht ein Mindeststaudruck von etwa 40kg/m?, 
mit dem also gemäß den Schwebebedingungen des Flugzeugs 
auch in jeder beliebigen größeren Höhe gerechnet werden 
konnte. 

Da auf große Gipfelhöhe Wert gelegt wurde, so war 
schädlicher Luftwiderstand zu vermeiden, und die Instrumente 
mußten tunlichst in der Karosserie untergebracht werden. 
Außer dem Beobachterraum mit 120 x 100 x 90 cm? stand dafür 
im wesentlichen eine kleine rückwärtige Verlängerung desselben 
mit 20 x 100 x 90 cm® allein noch zur Verfügung. Das Gewicht 
der Apparatur durfte auch nicht allzu hoch werden. 

Besonders bei einem starkmotorigen Flugzeug, wie dem 
zur Verfiigung stehenden, treten manche Erscheinungen auf, 
die bei Laboratoriumsversuchen nicht vorkommen. Die Motor- 
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vibrationen teilen sich dem ganzen Flugzeug mit. Instrumente, 
die im Propellerluftstrom liegen, werden außerdem durch 
Turbulenzbéen erschiittert. Ferner ist das Flugzeug Beschleu- 
nigungen (hauptsächlich vertikalen) ausgesetzt, die bei stark 
böigem Wetter die Größe der Schwerebeschleunigung über- 
steigen können. Für ungünstige Landungen muß mit der 
Gefahr des Uberschlagens oder, besonders im rückwärtigen 
Beobachtersitz, wenigstens mit stärkeren Stößen gerechnet 
werden. Das Motorengeräusch macht eine akustische Verstän- 
digung mit dem Führer unmöglich. Fahrtwind und Kälte in 
größerer Höhe erschweren außerordentlich schriftliche Notizen. 
Vibrationen, Motorengeräusch, Fahrtwind, räumliche Beengung 
stören beim Beobachten und Ablesen der Instrumente. Durch 
die hohen Kosten des Brennstoffes beim starkmotorigen Flug- 
zeug und durch Betriebsschwierigkeiten des Motors (besonders 
bei Temperaturen unter 0°) wurden unsere Versuche erschwert 
und die Zahl der Aufstiege wie auch die Versuchsdauer und 
die Meßgenauigkeit beschränkt; dies war auch für die Auswahl 
des Meßverfahrens ausschlaggebend. 


b) Auswahl des Meßverfahrens 


ls Maßeinheit für den Gehalt der Luft an Ra-Emanation 
kann man den Gehalt einer Luftmasse oder eines Luftvolumens 
wählen. Obwohl es bei den großen Druck- und Temperatur- 
differenzen innerhalb des Höhenbereiches empfehlenswert schien, 
die Luftmasse in Übereinstimmung mit den Überlegungen von 
Hess und Schmidt!) zugrunde zu legen, so wurde doch die 
andere Einheit gewählt, weil sie in der Literatur üblicher ist, 
und zwar ein Emanationsgehalt von 1-10~'* Curie/cm®. Mit 
der angegebenen Luftdichte läßt sich die Einheit umrechnen. 

Bei den zu erwartenden Konzentrationen unter 
100 . 10-18 Curie/cm? war eine Anreicherung der Emanation in 
dem zur Ionisationskammer geführten Luftquantum unbedingt 
erforderlich, da die Messung des Ionisationsstromes in der Luft- 
probe mit den zur Verfügung stehenden Mitteln erst von etwa 
2000 - 101° Curie/cm® mit einiger Genauigkeit möglich gewesen 
wäre, Die Anreicherung konnte nur im Flugzeug selbst ge- 
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_ Absorptionsfahigkeit gummierten Stoftes Ballonets nicht ver- 
wendbar schienen; jedenfalls kamen Gefäße von solcher Größe, 
daß damit ausreichende Luftproben aus der Höhe für mehrere 
Mn ae Messungen hätten herabgenommen werden können, nicht in 
Betracht. Ferner mußte die Anreicherung in der kurzen Zeit 
ir von einigen Minuten ausführbar sein. 


Es sind im wesentlichen drei Anreicherungsmethoden 
bekannt: Die Absorption durch Flüssigkeiten, z.B. Toluol, die 
_ Adsorption durch Kohle und die Kondensation durch flüssige 
Luft. Erfolgreich zu Meßzwecken verwendet wurden nur die 
beiden letzten Methoden. Sämtliche Methoden und ihre Eignung 
zu Meßzwecken werden in Lehrbüchern der Radioaktivitat?), 
besonders eingehend von Olujic?) behandelt. Danach ist die 
_ Absorptionsmethode auch im vorliegenden Fall ohne weiteres 
_ auszuscheiden. Auch die Kondensationsmethode erscheint wegen 
der technischen Schwierigkeiten im Flugzeuge zunächst nicht 
E als die vorteilhafteste. Am günstigsten schien uns anfangs 
die Adsorptionsmethode unter Verwendung einer geeigneten 
£ = Kohleart zu sein. Der Kohlemenge ist durch die Manipulationen 
beim Entgasen eine obere Grenze gesetzt aus technischen und 
a Genauigkeitsgründen. Damit nun durch die große Geschwin- 
digkeit, mit der eine kleine Kohlensäule durchströmt werden 
müßte, die Adsorption nicht allzu sehr beeinträchtigt wird, 
wurde bisher eine für Flugmessungen unzulässig große Meb- 
dauer von mindestens 10 Stunden bei dieser Methode angewandt, 
Es war jedoch denkbar, daß sich außer der bisher meist ver- 
wendeten Kokosnußschalenkohle noch andere Kohlesorten finden 
ließen, bei denen der Adsorptionsvorgang rascher erfolgen 
würde und daher größere Durchströmungsgeschwindigkeit zu- 
ließe. Das „Rademanit“ genannte, fein verteilte Kohlepulver 
kürzt nach Gockel? die MeBdauer nicht ab. 


> 
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1) St. Meyer u. E.Schweidler, Radioaktivität, 2. Aufl. Leipzig 
'1927 (Teubner). 

2) J. Olujie, Diss. Freiburg (Schweiz) 1918; Jahrb. d. Rad. 15. 
8. 158. 1918. 


Naturf. Ges. 54. Abh. 1. 8. 4. 1917. 


8) A.Gockel, Luftelektr. Beobachtungen, Neue ra are d. Schweiz. 3 
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Daraufhin wurde eine körnige Kohlesorte untersucht, die 
im Kriege in Gasmasken als Adsorptionsmittel für Giftgase 
Verwendung gefunden hatte. Zunächst sollte nur ihr Ad- 
sorptionsvermögen (in dem eben definierten Sinne) mit dem- = 
jenigen der Kokosnußschalenkohle verglichen werden. Zu 
diesem Zwecke wurden die Kohlekörnchen jeder der beiden a J 
Sorten in je eine gläserne Verbrennungsröhre gefüllt und bil- 
deten darin geometrisch gleiche Säulen. Diese Unterbringung 
eignete sich sowohl für das Durchströmen der Luft als auch 
für das nachherige Erhitzen, das zum Austreiben der Ra- 
Emanation nötig war. Emanationshaltige Zimmerluft passierte 
zunächst eine Trocknungsanlage, wurde dann in die beiden 
Kohlesäulen verzweigt, in einem gemeinsamen Windkessel wieder 
vereinigt und von dort durch eine Saugpumpe abgesaugt. Die 
Durchsaugegeschwindigkeit wurde relativ hoch angesetzt und 
nach Angabe zweier eingebauter Strommesser für beide Strom- 
zweige stets gleich groß einreguliert. Durch gleichzeitiges Er- 
hitzen im Gasofen auf Glühtemperatur wurden dann die beiden 
Kohlesäulen entgast, darauf das emanationshaltige Gas in zwei 
gleiche Ionisationskammern überführt und die Sättigungsströme 
gemessen. Das Verhältnis des Ionisationsstromes bei Gasmasken- 
kohle zu demjenigen bei Kokosnußkohle war nur 0,7 im Mittel. 
Dadurch erübrigten sich eingehendere Messungen, und die 
Adsorptionsmethode mußte mangels einer geeigneteren Kohle- 
sorte für die Flugmessungen als unverwendbar angesehen 
werden. Ein weiterer prinzipieller Nachteil dieses Verfahrens 
wäre gewesen, daß der Staudruck des Fahrtwindes dabei nicht 
zur Durchströmung hingereicht hätte, so daß eine kompliziertere 
Pumpvorrichtung nötig geworden wäre. Schließlich sprach 
noch gegen die Methode, daß der Adsorptionskoeffizient auch 
von der Temperatur!) und Feuchtigkeit abhängt. 

So wurde denn trotz der technischen Schwierigkeiten die 
sogenannte Kondensationsmethode für die Flugzeugmessungen 
gewählt. Als ihre ausschlaggebenden Vorteile waren anzusehen, 
daß damit die weitaus kürzeste Meßdauer erreichbar schien, 
und daß der Staudruck des Fahrtwindes für die Durchströmung 
zu genügen versprach. Angestrebt wurde die Beschränkung 
der Versuchsdauer auf höchstens 15 Minuten. 


& 1) H. Roth, Diss. Frankfurt 1915; F. Mohr, Diss. Frankfurt 1916. 
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ec) Apparatur 


Außer den Fluganforderungen wurde von der Apparatur 
verlangt, daß sie möglichst leicht zu transportieren sei, da die 
Flüge zur Aufnahme der Luftproben in Adlershof-Berlin, die 
Ionisationsmessungen zur Bestimmung des Emanationsgehaltes, 
die Bodenmessungen und Eichungen dagegen in Halle a. §, 

ausgeführt werden sollten. Während jedes Fluges war die 
_ Aufnahme mehrerer Luftproben in verschiedener Höhe er- 
wünscht. 


Da die Hantierungen im Flugzeug möglichst zu reduzieren, 
solche mit flüssiger Luft zu vermeiden waren, so schien es am 
 vorteilhaftesten, denjenigen Teil der Luftstromleitung, in dem 
die Anreicherung vor sich gehen sollte, vor dem Aufstieg mit 
dem Kühlbad von flüssiger Luft zu umgeben und darin bis 
mach der Landung zu lassen. Dann konnte die flüssige Luft 
80 untergebracht werden, daß sie während des Fluges und bei 
den Erschütterungen einer normalen Landung nicht ausfließen 

und die Insassen gefährden konnte. So mußte für jede Messung 
ein besonderes derartiges Kühlstück vorhanden sein. Es 
handelte sich nun darum, die Kühlstücke so klein und leicht 
wie möglich zu halten. Im Gegensatz dazu sollte aber mög- 
lichst schnell eine möglichst große Luftmenge durch die Leitung 
strömen. Und auf keinen Fall durfte der Anreicherungsvorgang 
unter diesen Forderungen leiden. 
Die Wahrscheinlichkeit, daß sich bei der geringen Kon- 
 zentration (im Mittel 1—2 Atome/cm®) mehrere Ra-Emanations- 
atome um einen Kondensationskern gruppieren und einen 
Kristall bilden können, der sich durch seine Schwere aus dem 
Gasgemisch ausscheidet, erscheint sehr gering. So wird wohl 
eher von einer Art Adsorptionsvorgang an den festen Wänden 
des Kühlers zu sprechen sein. 

Die Frage, unterhalb welcher Temperatur der Sättigungs- 
dampfdruck der Emanation so gering wird, daß Kondensation 
eintreten kann, kommt bei den erwähnten Konzentrationen 
ebenfalls nicht in Betracht, da von einem Partialdruck dabei 
wohl kaum noch gesprochen werden kann. Jedenfalls mußte 
die Temperatur, bei der man noch einen merklichen Dampf- | 
druck der Ra-Emanation beobachten kann [— 155° nach 
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Rutherford und Soddy'), — 164° nach Loria?)] möglichst _ 
weit unterschritten werden. Eine untere Grenze für das prak- 
tische Arbeiten bildete die Verflüssigungstemperatur des Sauer- 2 os 
stoffes von — 183° 
Mit einem einfachen zylindrischen Gefäß, wie es z.B. ae 
Olujic®) benützt hatte, war die Kühlwirkung unzulänglich. A 
Schon Satterly*) und Ashman’), die zuerst diese Methode © 
benutzten, hatten Kihlstiicke verwendet, welche Abnlichkeit 
mit den Kühlern der heutigen Verbrennungsmotoren besaßen. 
Für den vorliegenden Zweck schien ein Zamellenkühler ei 
sonders gut, wie er in den Jahren 1913—15 für schwächere 
Flugmotoren verwendet worden war. Die Kühlerlamelle war — 
10 cm hoch, 2 cm breit, 50 cm lang; die Stärke des Messing- = 
bleches, welches die Wärme abzuleiten hatte, betrug ,58mm. 
Da die volle Länge von 50 cm für die Unterbringung in inn ioe 
Kühlbad mit flüssiger Luft schon sehr hinderlich gewesen 
wire, wurde mittelst einer theoretisch gewonnenen, in der 
Praxis bewährten Formel®) die nötige Länge berechnet. Die 
Formel lautet: 


Darin bedeutet: 
7, = Temperatur des Bades, 
Pa der eintretenden Prüfluft, 
der austretenden Prüfluft, 
= spezifische Wärme der Luft (c,), 
U = Umfang eines Kühlerquerschnitts, 
sf = freie Querschnittsfläche, 
2 = Kühlerlänge, 
DIE v = Durchströmungsgeschwindigkeit, 


Form- und sonstige Konstanten. 
n 


1) E. Rutberford u. F.Soddy. Phil. Mag. (6) 5. S. 561. 1903. 

2) 8. Loria, Wien. Ber. (IIa) 124. 8. 829. 1915. 

3) J. Olujie, a.a. 0. 

4) J. Satterly, Phil. Mag. (6) 16. S. 584. 1908. 

5) G. C. Ashman, Ill. Journ. (4) 26. $. 119. 1908. 

6) Pülz, Kühlung und Kühler für Flugmotoren (Handb. d. Flugzeug- 
kunde Bd. VI, 2. Teil) 1920, Berlin W 62, Richard Karl Schmidt u. Co. 


Der Rechnung zugrunde gelegt wurde eine Durchstrémungs- 

: Rs geschwindigkeit von 1 Liter/sec. Eine genaue Bestimmung 

di a ie von f war schwierig, doch mußte f zwischen 4 und 8 cm? 


liegen. Für ; = 8 war bei einer Kühlerlänge von 20 cm ein 
Tg zu erwarten von — 158°, für f=4 ein 7, von — 172° 


"Aa Se In Fig. 1, Taf. XIX, ist A Pe vordere von drei solchen 
eingebauten Kühlerstücken; ein derartiges 
Non Kühlerstück & ist noch zur Ansicht des Längsschnittes auf 
den Apparat gestellt. Es besteht aus vier geriffelten und ge- 
_ knickten Einzellamellen in Parallelschaltung. Die Temperatur 
Ny Ei der ausströmenden Luft wurde bei der Höchststromgeschwindig- 
keit von 0,7 Liter/sec, wie wir sie später verwendeten, mit 
einem Pentanthermometer zu mindestens — 165° gemessen, 
was als genügend anzusehen war. Eine Versuchsdauer von 
83 bis 7 Minuten konnte dann hinreichen. 

Die zweite für die Berechnung der Kühler und der Durch- 
stroémungsgeschwindigkeit wichtige Frage ist, welcher Bruchteil 
des Emanationsgehaltes bei den relativ halen Geschwindig- 
keiten festgehalten wird, vor allem wie der Adsorptions- 
2 hoeffizient a von der Durchströmungsgeschwindigkeit v abhängt; 


__ adsorbierte Em-Menge 

gesamte Em-Menge 
Die quantitative Erfassung dieser Abhängigkeit wird er- 
_ leichtert durch die Strömungsform, die im Kühler als vor- 
herrschend vorausgesetzt werden kann. Die zu prüfende Luft 


_ grenzen, sondern von "den Kühlerwänden begrenzt werden. In 
einem kleinen Luftquantum, das einen kleinen Teil einer solchen 
_ Stromröhre ausfüllen möge, sei an Ra-Emanation die Menge M 
vorhanden. Der Adsorptionsvorgang wird dann darin bestehen, 
daß pro Zeiteinheit jeweils ein bestimmter Teil von M nach 
den Kühlerwänden hin diffundiert, um dort durch Adsorption 
festgehalten zu werden. Wie beim Massenwirkungsgesetz wird 
also M in den betreffenden Luftquantum abnehmen nach der 
Formel: 


ER 


| 

a 

rt e TOM- 

T 

de 


so kann man schreiben: 
p= 

und die Geschwindigkeit der Fortbewegung des 
lings der Stromréhre wird dann sein: = 
tis 


v f(s); 


hier bedeutet v eine bestimmte, für die vorliegende Rechnung 
konstante Geschwindigkeit der Gesamtströmung in Liter/sec. 
Man erhält so die Gleichung: 


aM 


un von Null verschieden sein, nämlich dort, wo die Wände A, 
die zur Adsorption erforderliche tiefe Temperatur besitzen, = Be 
kann dagegen in den wärmeren Zu- und Ableitungen praktisch ru ret 
gleich Null gesetzt werden. Dann ist, wenn nur die KinlabB- 
öffnung s, und die Auslaßöffnung s, außerhalb des kaltwandigen 
Gebietes gelegt werden, das Integral auf der rechten Seite als 
Apparatkonstante anzusehen, die mit v,’ bezeichnet werden 
möge. Es wird 


und man It für den Adsorptionskoeffizienten a’ der Strom. 
röhre: 


a= =1-e ’. 


In einer größeren Luftmenge Z möge nun gleichmäßig 
die Emanationskonzentration c herrschen. Auf jede der — 


menge Z ein kleiner Teil d Z derselben. Von dem a 
gehalt = also adsorbiert werden: 
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Der Koeffizient g hängt von der Stelle ab, an der sich 

das Luftquantum in der Stromröhre gerade befindet. Be- = | 

zeichnet man also mit s die Längserstreckung der Stromröhre, 7 

4 

ions- 

cadL=acl 

wobei a nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung als ae pe eas 
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zeichnet man mit v, den Mittelwert von v,’, so kann man die 
bisher für die Stromröhre geltende Beziehung, nunmehr auf 

den ganzen Kühler angewandt, schreiben: 
a=1-e 


, ist dann ebenfalls eine Apparatkonstante des FERN Kühlers, 
Zeichnet man den Verlauf der a-v-Kums®, indem man ein ge- 
_ messenes, zusammengehöriges Wertepaar für a und v (vgl. später) 
zugrunde legt, so zeigt sich, daß die Kurve flach verläuft bei 
kleinem v für a nahe gleich 1 und sich nach steilerem Ver- 


orzugehen. 
ae Streng gültig sind diese Überlegungen für die Abhängig- 
keit des a von v nicht, da der Einfluß, den v auf die 
Strömungsform (Turbulenz) und die Temperaturverteilung im 
Kühler ausübt, nicht berücksichtigt ist. Wie groß die Apparat- 
Sn konstante v, werden würde, und in welchem Bereiche der 


RER a-v-Kurve die Messungen vorgenommen werden mußten, war 
Br. von vornherein nicht abzusehen und konnte sich erst aus den 
Eichungen ergeben. Die mit den entwickelten Formeln er- 
Ar zielte Annäherung wurde als hinreichend angenommen, da die 
ag Abweichungen wohl nicht sehr groß sein können. Es erschien 
Be. aber gut, unter allen Umständen die Möglichkeiten zur Ad- 


langen Kühlerstück (A) noch ein 8 cm langes Kästchen aus 
Messingblech (k m) angeschlossen (Fig. 1, Taf. XIX), das mit Glas- 
wolle gefüllt war. Außer der Adsorptionswirkung war hier 


geben, falls sich ein solcher direkt oder aus Kohlensäure oder 
Wasserdampf mit Emanationsatomen als Kondensationskernen 
bilden sollte. 


eo Damit die Kühler sich nicht durch Reif- und Schneeansatz 
von Kohlensäure und Wasser verstopfen sollten, wurde der 


as Konstante des ganzen Kihlers angesehen werden kann. Be- 
| 
| 
| 
Fe lauf wieder verflacht bei großem v. Bei großem v ist angenähert: 
Das a für v nahe gleich Null auch bei sehr kleinen Konzen- 
trationen der Emanation gleich 1 gesetzt werden kann, scheint 
aus allen früheren Versuchen nach der Kondensationsmethode 
saa 
Méglichkeit zum Abfiltrieren von Emanationsnebel ge- 
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Luftstrom vorher durch einen Kühlturm (¢, Figg. 1 und 2, 
Taf. XIX) geleitet. Er hatte dort ein Messingrohr zu umströmen, _ 
das durch die aus dem Kühlbad verdampfte flüssige Luft und 
eingefüllten Kohlensäureschnee gekühlt wurde. Diese Vor- — 
kühlung leistete zwar gute Dienste, befriedigte aber nicht voll; —__ 
ein langsames Sinken der Durchstrémungsgeschwindigkeit in- == 
folge von Kühlerverstgpfung ließ sich bei größerer Luftfeuchtig- = E 
keit nicht vermeiden. 
Die Luft sollte vom Staudruck des Fahrtwindes durch ~~ 
die Apparatur getrieben werden. Deshalb wurde über dem ~~ 
Oberdeck des Flugzeuges außerhalb des Bereiches von Propeller- —_ 
wind und Auspuff eine Staudiise (d, Fig. 2 und 3, Taf. XIX und 
XX) angebracht, die durch einen Schlauch (s, Fig.8, Taf.XX) von 
1,8 cm Weite elastisch mit den Kihlturm?¢ verbunden war. 
Direkt hinter der Staudüse hatte die Luft ein eingebautes 
Venturirohr (v, Fig. 2, Taf. XIX) zu passieren, wie es um 
Messen der Eigengeschwindigkeit eines Flugzeugs dient. Durch 
Ausgießen mit Paraffin wurde das Venturirohr derart verengt, — 
daß bei den geplanten Durchströmungsgeschwindigkeiten eine 2 
genügende Druckdifferenz gegenüber dem Staudruck auftrat, 
um durch eine Alkoholsäule genau genug gemessen werden 
zu können. Der annähernde Staudruck der Durchströmung © 
wurde, um alle Störungen zu vermeiden, im vorderen Teil der a 
Staudiise abgenommen. 
Die Eichung dieses Strommessers geschah mit einem Gas- __ 
messer und gestattete, etwa !/,, Liter/sec mit guter Genauig- 
keit abzulesen. Der Eichung nach folgte die entstehende 
Druckdifferenz p mit großer Genauigkeit dem Bernoullischn 


Die Luftdichte o, deren Änderungen mit der Flughöhe beachtet 
werden mußten, ließ sich bei den Flügen dem jeweiligen 
Meteorogramm entnehmen. Diese Art der Strommessung ~~ 
konnte auch für die Bodenmessungen verwendet werden, wobei 
die Luft mit einer Rotationspumpe durch die Apparatur ge- __ 

saugt wurde. Ein besonderer Gasmengenmesser war damit 
überflüssig. Von der Strommeßdüse führten zwei dünne 
Schlauchleitungen zu einem einfachen Alkoholmanometer(m, Fig.2 
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und 8, Taf. XIX und XX), das im Flugzeuge vor dem 
Beobachtersitz angebracht war. Während des Versuchs wurde 
der Gang des Manometers zum Entwurf der Strom-Zeit-Kurve 
dauernd durch Ablesungen verfolgt. 

Zur Aufnahme der flüssigen Luft war ein besonderes 
Gefäß zu schaffen. Es hatte so viel flüssige Luft aufzunehmen, 
daß trotz der Verdunstungsverluste während der Versuche und 
auch im Ruhezustand noch etwa 3 Stunden nach dem Einfüllen 
der flüssigen Luft genügend darin war, um die Kühler sicher 
Br auch bei kleinen Neigungen völlig zu bedecken. Wärme- 

a leitungsberechnungen ergaben, daß das unter den gegebenen 
Raum- und Gewichtsverhiltnissen nur mit einem doppel- 
 wandigen Vakuumgefäß möglich war. Bei den Berechnungen 
leisteten Untersuchungsergebnisse aus dem Physikalischen 

Institut in Leipzig!) wertvolle Dienste. Mit den Gefäßdimen- 
 sionen stiegen der Bedarf an flüssiger Luft, das Apparatur- 
gewicht, statische und sonstige Schwierigkeiten sehr rasch. Es 
mußte deshalb mit 3 Kühlern und infolgedessen mit 3 Messungen 


x Das Gefäß bestand aus einer TE inneren Wanne 
5 von 87 x 25 x 9 cm’, die von einer äußeren in 1 cm Wandabstand 
umgeben war. Die Wände waren aus nur 1 mm starkem 
 Eisenblech, der Wärmekapazität und des Gewichts wegen. 
Die Oberflächen des Zwischenraumes wurden mit Silberpapier 
überzogen. Ein Gerippe aus paraffinierten Holzstäben stützte 
die Wände gegeneinander ab, wo die großen Seitenflächen den 
Br Atmosphärendruck nicht ausbielten. Die oberen Ränder der 
beiden Wannen waren durch Konstantanbleche miteinander 
verbunden, um durch die erforderliche metallische Verbindung 
nicht allzuviel Wärme übergehen zu lassen. Vor dem Fluge 
wurde der Zwischenraum frisch evakuiert. Etwas in den 
r ee Zwischenraum eingeführte Holzkohle sollte bei der Abkühlung 
AY mit flüssiger Luft das Vakuum verbessern. 


Die durch die Praxis bestätigten Vorberechnungen ergaben 
einen Bedarf von etwa 8 kg (7 Liter) flüssiger Luft. Davon 
entfielen nur etwa 0,4 kg auf die Abkühlung der zu prüfenden 


ris: 1) F. Banneitz, G. Rhein u. B. Kurze, Ann. d. Phys. 61. 
8.118. 1920. 


iat a®, 
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Luft, 2,5 kg dienten zur Deckung der Verluste beim Eingießen 
und zur Abkühlung der eingetauchten Metallteile, 3 kg ver- 
dampften infolge Wärmeleitung in 3 Stunden und 2 kg hatten 
nach 3 Stunden noch die Kühler zu bedecken. Eine Nach- 
füllung wurde nie nötig, wäre auch während des Fluges nicht 
durchführbar gewesen. 

Die Montierung der drei Kühler (A) und des Vorkühl- 
turms (¢) an einem starken Brett 5 ist aus den Figg. 1 und 2, 
Taf. XIX, ersichtlich. Die Kühler sind mit dem Kühlturm 
durch Metallröhren von 12 mm Weite verbunden und können 
durch Metallhähne (A) mit großer Bohrung abgeschlossen werden. 
Sonst sind keine Hähne in der Leitung. An den Enden er 
Kühler strömt die Luft durch Messingrohre ins Freie; hier __ 
konnten Korkstopfen aufgesetzt werden. 

Bei den hohen Temperaturunterschieden des Kühlaggre- _ 
gates waren alle Abdichtungen außer der metallischen Létung __ 
unzulänglich. Metallteile, die der freien Luft ausgesetzt aren, 
erhielten einen Wärmeschutz, der in den Figg. 1und 2, Taf. XIX, 
nur am Kühlturm vorhanden ist. Das ganze Kiblaggregat § 
wurde vor dem Beobachter an starken Gummiseilen aufgehängt, = ~~ 
und zwar so, daß eine Neigung um die Querachse des Flug- 
zeuges möglich war, die leicht vom Beobachter reguliert werden 
konnte, besonders während des meist steilen Gleitfluges. Bim 
Anhängen des Gefäßes mit flüssiger Luft (g, Fig. 2, Taf. XIX) 
tauchten die Kühler in die flüssige Luft ein. Der obereRanddes = =~ 
| Gefäßes konnte durch starke Haltekeile so gegen eine Filzlage > 
am Brett 5 gepreßt werden, daß auch bei den Landungserschütte- 
rungen keine flüssige Luft ausfloß. Die Schlauchverbindung 
(s, Fig. 3, Taf. XX) hinderte die Neigungsmöglichkeit nicht. 

Die zu den Versuchen verwendete flüssige Luft mußte 
einen möglichst hohen Prozentgehalt an Sauerstoff besitzen. 
Bei Verwendung von flüssiger Luft mit höherem Stickstoff- 
gehalt trat (ein Zeichen für die gute Kühlung!) Sauerstoff- 
kondensation in den Kühlern während der Durchströmung ein, 
wodurch die Meßresultate eines Fluges vernichtet wurden. 
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4 ‘ d) Gang der Versuche, Kontrollen und Eichungen 
Zur Durchführung eines Versuchs hatte der Beobachte 
nach dem Erreichen einer gewünschten Höhenlage durch 


d 
= 
= 
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Zeichen an den Flugzeugführer das Horizontalfliegen in dieser 
7 a Schicht einzuregulieren. Dann war der Korkstopfen eines 
= noch freien Kühlers abzunehmen und der entsprechende Hahn 
zu Öffnen. Während des Versuches von 7 Minuten Höchst- 
Dr dauer mußten nach Manometer- und Stoppuhrablesungen die 

Wg Daten zum Entwurf der Zeit-Strom-Kurve notiert werden. Zur 


wieder zu schlieBen; gleichzeitig war eine Zeitmarke am Baro- 
_ graphen anzubringen und dem Flugzeugführer das Zeichen zum 
Weitersteigen oder zum Gleitflug zu geben. 
: Temperatur und Luftdruck der gefiogenen Höhenstufe und 
‘ u damit die Luftdichte ergaben sich aus der entstehenden mar- 
__ kanten Stelle im Meteorogramm, die beim Horizontalflug ent- 
_ stand. Das Meteorogramm lieferte ferner die aerologischen 
Daten zur genauen Bestimmung der Flughéhe und zur Be- 
urteilung der Luftschichtung während des Fluges. Dazu wurden 
entweder die Registrierungen zweier geeichter Baro- und Thermo- 
graphen oder aber bequemer und genauer das Meteorogramm 
eines Wigand-Koppeschen Flugzeugmeteorographen') (vw, 
Fig. 3, Taf, XX) benutzt, so weit ein solcher verfügbar war. Auch 
dienten die zeitlich und örtlich benachbarten Lindenberger 
Fesselaufstiegsergebnisse zum Vergleich und zur Ergänzung. 
; Sogleich nach der Landung wurden von Gehilfen die drei 
mit Salzwasser gefüllten Blechbüchsen (r, Fig. 1, Taf. XIX) von je 
2 Liter Inhalt an das Flugzeug gebracht, zum Umfüllen der in 
den Kühiern gesammelten Emanation. Die Büchsen konnten an 
die Bordwand des Flugzeuges gehängt und durch Gummi- 
_ sehlauche und Gummistopfen mit den Kühlermündungen ver- 
bunden werden (Fig. 1, Taf. XIX). Dann wurden die Quetsch- 
_ hähne am unteren Ende der Blechbüchsen geöffnet und, nach 
dem Ausfließen einer geringen Menge Salzlösung, die Dicht- 
heit der Verbindung und die Konstanz des Unterdrucks geprüft. 
Jetzt wurde das Gefäß mit flüssiger Luft nach unten ab- 
genommen. Die frei hängenden Kühler erwärmten sich rasch 
auf Außentemperatur, und die Ausdehnung ihres Luftinhaltes 
ließ je etwa 0,3 Liter der Salzlösung ausfließen. Nun wurden 
die Hähne geöffnet. Dadurch liefen die restlichen 1,7 Liter 


pr 1) A. Wigand u. H. Koppe, Ztschr. f. Flugtechn. u. Motorl. 14. 
8.106. 1928, 


Ber: eendigung des Versuchs waren Hahn un ühlermündung 
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lassigt werden durfte, die etwa noch im Kiihler verbliebenen 
Reste der Emanationsanreicherung mit in die Blechbüchsen 


lisch verschlossen werden. Ra-Emanation adsorbierende feste _ 
Substanzen befanden sich nicht im Innern der Blechbüchsen. _ 
Die Absorption durch Reste der hochkonzentrierten Kochsalz- 
lösung kann nach Kofler?) nicht in Betracht kommen. Kon- _ 
trollmessungen hierzu, auch über etwaige Emanationsabsorp- 
tion durch einen vorübergehend angebrachten Gummiverschluß a 
lieBen keinerlei Verlust erkennen. Er 
Nach 20 bis 30 Stunden konnte der Inhalt der Blech- 
büchsen im Laboratorium in Halle a.S. in die Jonisationskammer _ 
überführt werden. Diese faßte 3 Liter. Sie wurde evakuiert = 
und mit einer Blechbüchse verbunden. Dann wurde die Luft § 
in der Blechbüchse dadurch in die Ionisationskammer hinüber- 


vollständige Überführung gewährleistet. Der restliche Inhalt | 
der Ionisationskammer wurde unter Nachspülen der Röhren- — 
verbindung mit Zimmerluft gefüllt, deren relativ hoher Ema- 
nationsgehalt bei geeigneten Maßregeln konstant blieb. Der 
hierdurch bewirkte Anteil am Ionisationsstrom war auch bei 
der Messung des Normalverlustes (lonisationsstrom ohne Prüf- _ 
luft) vorhanden, fiel also bei der Subtraktion des Normal- 
verlustes vom Ionisationsstrom heraus. 

Nach der Überführung wurde drei Stunden bis zur en 
des Ionisationsstromes gewartet, so daß die Frage, ob Zerfalls- _ 
produkte der Emanation aus dem Blechgefäß mit in dieIoni- 
sationskammer gelangten oder nicht, innerhalb der Fehler- 
grenzen keine Rolle spielte. “ine i 

Die Ionisationskammer war ein Zylinderkondensator mit 
innen 11 cm Durchmesser und 30 cm Höhe. Es konnte hier — 
die Formel von Duane und Laborde?) angenähert gelten, 


1) M. Kofler, Phys, Ztschr. 9. S. 6. 1908. i 
2) W. Duane u. A. Laborde, Le Radium 7. S. 162. 1910; Compt. 
rend. 150. S. 1421. 1910. 
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Salzlésung aus jeder Blechbiichse vollends aus und saugten pees Be; 
durch Spülung mit Außenluft, deren Emanationsgehalt vernach- m 
hinein, was durch die langgestreckte Kiihlerform begiinstigt a 
wurde. Dann konnten die Blechbiichsen zum Transport metal- a 
gedrängt, daß man Salzwasser durch den Unterdruck in der 
Büchse von unten langsam einströmen ließ. Damit war die 
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da die Abmessungen des Zylinders denen des mittelgroßen 

Zylinders von Duane und Laborde gut entsprachen; exaktere 

Eichungen waren den Umständen nach nicht möglich und 

dürften auch für unsern Zweck entbehrlich sein, da es uns im 

wesentlichen auf die Untersuchung der Änderung des Ema- 

nationsgehalts mit der Höhe ankam. Die Kammer wurde auf 
ein Wulfsches Zweifadenelektrometer aufgesetzt. Die Kapa- 
zität des Systems betrug 9,85 cm. Sättigungsstrom war durch 
die Höhe der angelegten Spannung von 440 Volt gewährleistet. 
Als negativ geladene innere Stabelektrode stand für jede der 
drei Messungen ein besonderer Messingstab zur Verfügung, 
damit die bei einer Messung darauf angehäuften Zerfallsprodukte 
der Ra-Emanation nicht die nachfolgende Messung stören 
konnten. Diese Stäbe waren genau gleich geformt, hatten aber 
verschiedene Eigenstrahlung, so daß der Normalverlust für jeden 

Stab besonders bestimmt werden mußte. 

Zur Messung des Jonisationsstromes wurde der Spannungs- 
abfall verfolgt, indem die Spannung an der inneren Elektrode 
der Ionisationskammer in gleichen Intervallen von 5 oder 10 Mi- 
nuten (je nach der Schnelligkeit des Abfalls) abgelesen wurde; 
daraus ließ sich der mittlere Spannungsabfall, unter Voraus- 
setzung seiner Linearität in einem gewissen Bereich, nach der 
Methode der kleinsten Quadrate berechnen. Vermindert um 
den Normalverlust ergab er den gesuchten korrigierten Span- 
nungsabfall. 

Die Messung des Normalverlustes geschah in der Weise, 
daß eine Blechbüchse mit entemanierter Luft gefüllt und der 
Ionisationsstrom ihres Inhalts genau so gemessen wurde, wie 
bei den eigentlichen Messungen mit Prifluft. Die Kontroll- 
luft konnte deshalb für entemaniert gelten, weil sie in ganz 
langsamem Strom einen Kühler mit flüssiger Luft passiert 
hatte, so langsam, daß der Adsorptionskoeffizient hierbei sehr 
nahe gleich 1 sein mußte. 

Die Bestimmung des Adsorptionskoeffizienten a für die Haupt- 
versuche geschah dadurch, daß die drei Kühler hintereinander 
Bi und die Anreicherungen aus dem Emanationsgebalt 

: einer durch das ganze Aggregat gesaugten Luftmenge in den 

einzelnen Kühlern wie beim eigentlichen Versuch gemessen 

wurden. Bezeichnet man mit m,, m,, m, die in den Kühlern 1, 
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2, 3 gemessenen Mengen Ra-Emanation, so gilt für den Ad. 
sorptionskoeffizienten die Beziehung: 

unter der Voraussetzung, daß a bei allen Kühlern al 
Wert hat. Obgleich die Luft in den zweiten und dritten 
Kühler mit tieferer Temperatur als in den ersten gelangte, 
war doch die Gleichung erfüllt und somit die Berechnungs- 
weise von a als berechtigt erwiesen. Da während des Ver- 
suchs die Durchströmungsgeschwindigkeit langsam sank, so 
war ein Mittelwert zu berechnen, der wie bei den Haupt- 
versuchen ö = 0,55 Liter/sec betrug. Der zugehörige Mittel- 
wert des Adsorptionskoeffizienten ergab sich zu a = 0,33; die 
Einzelwerte dieser Messungen waren 0,35, 0,33, 0,30. Danach 
wurde gemäß den Überlegungen im vorigen Abschnitt die 
a-v-Kurve entworfen, und es ergab sich, daß im verwendeten 


Meßbereich das Gesetz: a = * als befriedigende Annäherung 


gelten durfte. Infolge der hohen zulässigen Geschwindigkeit 
bei der Durchströmung konnte die Versuchsdauer einer me 
messung auf 3 bis 7 Minuten beschränkt werden. Bi ii 


e) Auswertung 

Ist AY der in der Ionisationskammer gemessene, mit dem 
Normalverlust korrigierte Spannungsabfall in Volt/Stunde, so 
ergibt sich der gemessene Ionisationsstrom bei einer Kapazität 
von 9,85 cm zu: i = 0,91-10—5 47 (ESE). 

Zur Berechnung des Emanationsgehalts der untersuchten 
Luft wird für die benutzte Ionisationskammer die angenäherte 
Gültigkeit der Formel von Duane und Laborde angenommen. 
Während bei voller Strahlungswirkung der Ra-Emanation und 
des aktiven Niederschlags durch 1 Curie Ra-Emanation ein 
Ionisationsstrom von 6,1 - 10° (ESE) erzielt wird, ist nach dieser _ 
Korrektionsformel bei der benutzten Ionisationskammer mit 
innen 11 cm Durchmesser und 30 cm Höhe nur eine Strah- 
lungswirkung von 75 Proz. zu erwarten; denn der volle Ini- _ 
sationsstrom ist nach Duane-Laborde zu multiplizieren mit — 
dem Faktor: 


(1 — 0,572 
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1 Curie Ra-Emanation erzeugte also fiir unsere Versuche einen 
Ionisationsstrom von 
i, =0,75-6,1-10°(ESE)) 

Um den Zerfall der Emanation zwischen dem Zeitpunkt 
der Entnahme der Luftprobe und dem Zeitpunkt der Ioni- 
sationsmessung in Rechnung zu stellen, ist i mit dem Zerfalls- 
faktor 

zuer 

zu multiplizieren, wo A die Zerfallskonstante der Ra-Emanation, 
T die zwischen der Durchstrémung und der i-Messung ver- 
flossene Zeit bedeutet. 

Die in Curie gemessene Menge Ra-Emanation » die in 
einem Kühler adsorbiert war, betrug also: ET q 


t 
a 
fa vdt 
% (vy) 


+ 
4 


wenn Z’ die Curieanzahl in 1 Liter Prüfluft bedeutet, ¢ die 
Zeit der Durchströmung in Sekunden, v die Durchströmungs- 
geschwindigkeit in Liter/Sekunden und a,, den von v abhängigen 
Adsorptionskoeffizienten. 

Gemäß der Überlegung im Abschn. 2c kann man mit 
Mittelwertbildung setzen: 


t 
a) vdt = ag) L. poh 


Hier bedeutet 


= |vdt=öt 
0 
die durchgeströmte Luftmenge in Litern gemessen. a) läßt 
sich mit dem Mittelwert 5 bestimmen aus der durch die Eich- 
versuche (Abschn. 2d) gewonnenen a,)-Kurve. Für 
ö = 0,55 Liter /sec 
wird diese Berechnungsweise mit a = 0,33 genau gelten; wenn 
bei vereinzelten Messungen andere ö-Werte benutzt werden 
mußten, ist dies besonders vermerkt. 
Bezeichnet man schließlich mit Z die Curieanzahl im 
Volumen 10!% cm’, so ist: ZH = 1015 Z’, und der wie üblich in 
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der Einheit 10° Curie/cm? gemessene Emanationsgehalt der 
Luft ergibt sich durch Berechnung nach der Formel: 


f) Meßgenauigkeit 


Um die Genauigkeit der Resultate abschätzen zu können, 
ur man zunächst die einzelnen Faktoren des Ansatzes be- 
trachten. Die konstanten Faktoren der Kapazität und der 
Duane-Laborde-Korrektion können nur geringe Fehler hervor- 
bringen, die überdies sämtliche Messungen gleichsinnig und 
proportional der Emanationsmenge beeinflussen. 

Von den variablen Faktoren läßt sich z mit jeder wünschens- 
werten Genauigkeit bestimmen. Die Faktoren a und J sind 
voneinander abhängig. Die Genauigkeit von Z ist mitbestimmt 
durch die Genauigkeit der Stromdüseneichung und der Mano- 
meterablesungen. Der Entwurf der Strom-Zeit-Kurve wurde da- 
durch beeinträchtigt, daß bei Vertikal- und Horizontalböen, 
ungleichmäßigem Gang des Motors und Höhensteuerbewegungen 
des Flugzeugführers kleine Geschwindigkeits- und Manometer- 
schwankungen auftraten, die nicht einzeln abgelesen und noch 
weniger zeitlich registriert werden konnten. Hierbei kam aber 
ein Umstand zustatten, der aus den Überlegungen über die 
Beziehung zwischen a und v mit einer hierfür genügenden 
Sicherheit entnommen werden kann. In dem verwendeten 
Geschwindigkeitsbereich kann man nämlich a umgekehrt pro- 
portional v setzen, wodurch die Mittelwertsbildung in dem 


favat 


in hohem Maße begünstigt wird. Der durch a und Z gemein- 
sam entstehende Fehler kann nach den Beobachtungen bei 
den Eichungen auf + 10 Proz. veranschlagt werden, solange 
die mittlere Durchströmungsgeschwindigkeit + nahe gleich 
0,55 Liter/sec eingehalten worden war. 
Dazu tritt noch ein weiterer Fehler, der sich aus der 
Differenz Meßstrom minus Normalverlust ergibt. Eine Schätzung 
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dieses Fehlers kann aus der Feststellung entnommen werden, 
daß der Spannungsabfall bei mehreren Messungen mit un- 
veränderter Ionisation und Isolation um + 0,15 Volt/Stunde 
_ divergierte. Der so für die Differenz bestehende Fehler von 

+ 0,3 Volt/Stunde ist unabhängig vom Emanationsgehalt und 
fällt daher bei kleinen Emanationsmengen verhältnismäßig 
stark ins Gewicht, so daß unterhalb eines bestimmten Ema- 
nationsgehaltes von 


B, = 6,1:10°. =. 0,8 | 4 
nicht mehr gemessen werden konnte. 
Die Grenzen des gesamten möglichen Fehlers jedes Ver- 
suchs, wie sie sich nach diesen Ausführungen berechnen lassen, 
sind für die Flugmessungen in Tab. 1 angegeben; die Fehler 
der konstanten Faktoren wurden dabei vernachlässigt. 


8. Ergebnisse 


Sämtliche Flugzeugaufstiege fanden in Adlershof am Süd- 
ostrande Berlins von der Deutschen Versuchsanstalt für Luft- 
fahrt aus statt (Seehöhe 35 m). Bei geringen Flughöhen wurde 
kaum die engere Umgebung dieses Geländes verlassen; nur in 
größeren Höhen mögen sich die Flüge 10 bis 15 km vom Flug- 

_ platze entfernt haben, was belanglos sein dürfte. 

Kurt In Tab. 1 sind die Ergebnisse der fünf erfolgreichen Auf- 
stiege angegeben. Die mit Stern versehene Messung des vierten 
Aufstiegs konnte wegen Motorenschadens nur mit relativ kleiner 
Durchströmungsgeschwindigkeit ausgeführt werden. Da auch 
hier, mangels einer genauen Bestimmung des Adsorptionskoeffi- 
zienten von a für diesen Fall, a = 0,33 gesetzt wurde, so ist 
der mögliche Fehler vermutlich größer als der angegebene. 
An dem relativ hohen Emanationsgehalt, wie er bei dieser 
Messung gefunden wurde, ist jedoch deshalb nicht zu zweifeln. 
Bei einer ebenfalls mit Stern versehenen Messung des zweiten 
Fluges war die Abweichung der Durchströmungsgeschwindig- 
keit von + = 0,55 geringer. 

Tab. 2 gibt die Resultate der Bodenmessungen wieder. 
Diese wurden alle im Gelände des Physikalischen Instituts in 
Halle a. S. angestellt. Für die beiden mit Stern versehenen 
Werte gilt das zuvor Gesagte. Der Wert von Zimmer 69, in 


Flug Nr. 


| 


3 
34 
nr, 
— 
oa 
IL. | 
; 
I. 
¥ | 
ki 
4 
>, 


dem die Ionisationsmessungen angestellt wurden, ist durch — 
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direktes Einführen der Zimmerluft in die 
ohne Anreicherung bestimmt worden. 


Tabelle 1 
U 
|.- Höhe der 
Seehöhe 5 Wind | unteren 
Datum Zeit in & in etter- | Sperr- 
lage | schicht- 
= m 2| m/sec 8 
wise | grenze 
31 s in m 
1.|30.10.23 | | 900 |157\190! 36 1,281 W2N14|Antizyklo-| 850 
nal mit 
Randstör. 
IL|31.10.23| 10-55 |1100-1200) 278 |328*| 32%1,09| WzS 9/) 800 
1010-15 2300-2400 169 | 0 | 15 10,97] Wz8 12 
ML.) 8.4.24 | 12%7# | 550-600 11721168 | 86 11,211 NNW 414. | (keine 
1252-57 |2200-2400| 182| 24 | 14 |1,02) NNW klonal| Sperr- 
13-80 | 3800 |147) 0 | 17 |0,87|NNW |) "OMAN schicht) 
W.| 6.3.24 | 114-4 | 950-850 |166 | 42 | 18 |1,26| ENE 10 
114-48 | 850 89| 24 | 26 |1,25| ENE 10 | dent 1000 
11% 1202] 1250-1850) 123 |141*|>24* 1,14] ENE 7 
V.| 20.8.24 | 8%-54 | 300-400 |134 426 | 63 |1,14| SW 12 
8999 |1400-1500| 174 | 28 | 17 /1,02!SWzW 9 | 
91-16 | 2000 98| 0 | 24 |0,98| SWzW 9 Br; 
Tabelle 2 
Ort: 
Ra-Em-Gehalt 
Physikal. Instit. Datum Zeit, 
Halle 10718 Curie/cm? 


Zimmer 69... mehrfache 


11. 12. 


7700 (Mittelwert) 


Zimmer 44 .. | 18400 


11. 12. 23 i 
Turmspitze 
(30 m hoch) 1. 8. 28 17% 
Garten 1. 3. 24 
Turmspitze . . 13. 3. 24 17% Sat ty 
Garten .... 18. 3. 24 


4. Diskussion der Ergebnisse he 

Zur Beurteilung der Flugmessungsergebnisse (Tab. ist 
erforderlich, die Vorgeschichte der Luftmassen, aus denen die ae 

Luftproben stammen, wenigstens für eine so lange Zeitdauer 
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in Erwägung zu ziehen, daß die Ra-Emanation während dieser 
Zeit nicht größtenteils zerfallen sein kann. 

Für die beiden ersten Flüge herrschen nahezu dieselben 
meteorologischen Verhältnisse. Ein Hochdruckgebiet befand 
sich über Deutschland; doch reichten die Randstörungen eines 
Tiefdruckgebietes mit dem Kern südlich von Island bis in die 
Gegend von Berlin. Ein Windsprung und eine untere Sperr- 
schichtgrenze in etwa 800 m Seehöhe lassen daher den Schluß 
zu, daß auch die untersten Messungen beider Flüge bereits 
über einer Aufgleitfläche stattfanden, und daß die unter- 
suchte Luft im Verlauf eines Tages aus Bodennähe im Ge- 
biet der britischen Inseln herangeführt sein konnte. 

Für den dritten Flug lag keinerlei Schichtung vor; über 
die Herkunft der Luftmassen waren nur unzureichende Auf- 
schlüsse zu erlangen. Mit zunehmender Höhe nahm die Tempe- 
ratur bis 3800 m gleichmäßig von 0° auf —26° ab, also mit 
einem Gradienten von —0,7°/100 m. Die ziemlich unstabile 
Schichtung dürfte eine gleichmäßige Durchmischung der Luft 
begünstigt haben, wenn auch der antizyklonale Witterungs- 
charakter mit der langsam absteigenden Luftbewegung den 
Bodeneinfluß in der Höhe herabgemindert haben mag. 

Beim dritten Fluge wurde ein Apparat zur Messung der 
durchdringenden Strahlung‘) (Kolhörster Nr. I) mitgeführt. 
Der gefundene Durchschnittswert während des ganzen Fluges 
für die Ionisierungsstärke infolge durchdringender Strahlung 
ergab einen Überschuß von 3,2 Ionen/cm’sec über den am 
Boden gemessenen Wert. Dabei befand sich der Apparat 
40 Minuten lang über 2000 m, davon 15 Minuten lang nahe 
der Gipfelhöhe von 3800 m. Dieser Wert stimmt gut überein 
mit den Zahlenwerten, die bei anderen Messungen?) in solchen 
Höhen der freien Atmosphäre gefunden wurden. 

Ob beim vierten Flug eine Aufgleitfläche angenommen 
werden kann, ist nicht ganz sicher. Durch Temperaturverlauf, 
Windsprung und Dunstgrenze war aber jedenfalls in 1100 m 
Seehöhe die obere Grenze einer etwa 100 m starken Sperr- 


1) W. Kolhörster, Phys. Ztschr. 14. S. 1066. 1918. — W.Kol- 
hörster (mit A. Wigand u. K.Stoye), Abh. der Naturf. Ges. Halle, 
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schicht gekennzeichnet. Infolgedessen wäre es denkbar, daß 
die Luftmasse in der Höhe der obersten Messung (1250 bis 
1350 m) mit dem größeren Emanationsgehalt infolge Auf- 
gleitens an der Sperrschichtgrenze wesentlich anderer Her- 
kunft war als die Luftmasse in der Höhe der beiden unteren 
Messungen (250 bis 350 m). 


Der fünfte Flug fand statt nach Vorüberziehen eines Teil- 
tiefs und damit verbundener Abkühlung. Starke Bodenerwär- 
mung hatte kurz vor dem Aufstieg zu Kumulusbildung in 500 m 
Seehöhe geführt. Der hohe Emanationswert der untersten 
Messung, wie er auch am Boden häufig gefunden wird, ist da- 
mit durch die kräftige vertikale Konvektion erklärt. Die beiden 
oberen Messungen fanden oberhalb der leichten Sperrschicht 
des oberen Kumulusniveaus statt. Über dieser Sperrschicht 
betrug der Temperaturgradient ziemlich gleichmäßig — 0,7°/100m. 

Das übereinstimmende Ergebnis unserer Flugmessungen 
ist allgemein eine starke Abnahme des Gehalts der Luft an Ra- 
Emanation mit zunehmender Höhe in der freien Atmosphäre. 
Für den Betrag dieser Abnahme ist die atmosphärische 
Schichtung maßgebend: Beim Vorhandensein von Sperrschichten 
für die vertikale Konvektion kann der Emanationsgehalt stärker 
mit zunehmender Höhe abnehmen als beim Fehlen von Sperr- 
schichten. Andererseits kann aber auch oberhalb solcher 
Schichtgrenzen ein Emanationsgehalt von derselben Größen- 
ordnung wie am Erdboden vorkommen, wenn die betreffende 
Luftmasse über einer Aufgleitfläche in einer zum Zerfall der 
Emanation relativ kurzen Zeit in die Höhe gelangt ist. 

Herkunft und Vorgeschichte der Luft in den verschiedenen 
Höhen bestimmen die Änderung des Emanationsgehalts mit der 
Höhe. Daß die in der Atmosphäre vorhandene Emanation nur 
vom Erdboden her stammt, ist durch unsere Flugmessungen 
erwiesen, zum mindesten für die Tage, an denen die Flüge 
stattfanden. Die Ansicht von Bongards!), daß die Ra-Ema- 
nation in der Erdatmosphäre normalerweise oder auch nur an 
gewissen Tagen von der Sonne infolge ihrer Tätigkeit stamme, 
findet in unseren Messungsergebnissen bis 3800 m Höhe keine 


1) H. Bongards, Phys. Ztschr. 21. S, 141. 1920; 24. S. 16 u. 295 
1923; vgl. dazu A. Gockel, Phys. Ztschr. 24. 8. 500. 1938. 
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3 3000 m Höhe nach der Induktionsmethode mit Aspiration 
is = sprechen offenbar nicht dafür. 

Zur Berechnung einer mittleren Vertikalverteilung der 
 Ra-Emanation, wie sie von Meyer und Schweidler?) nach 
der vorläufigen Mitteilung unserer Versuchsergebnisse aus- 
5 geführt worden ist, scheint uns, in Anbetracht der großen 
im einzelnen, die Zahl der Beobachtungen 
— Beobachtungstage noch nicht ausreichend. 


Die allgemeine Abnahme der Ra-Emanation mit zuneh- 
_ mender Höhe ist nach unseren Flugmessungen stärker, als 
sich nach der Berechnung von Hess und Schmidt?) ergibt, 
bei der angenommen wurde, daß die Emanation nur vom Erd- 
bi boden her stammt, und daß für den vertikalen Luftaustausch 
<a solche mittleren Verhältnisse herrschen, wie sie sich nach den 

vee oe Erfahrungen bei anderen meteorologischen Vorgängen ergeben 
haben. Das läßt darauf schließen, daß an unseren Versuchs- 
tagen die Austauschgröße geringer war als die mittlere; die 
vorhandenen Sperrschichten wirkten hier bestimmend, indem 
are Sia sie dem Austausch hinderlich waren. Andererseits weisen die 

Messungen von Flemming‘), nach der allerdings unsicheren 
Methode der Drahtaktivierung, an einem Gewittertage mit 
starker Vertikalkonvektion und Niederschlag zwischen 900 und 
1800 m Höhe auf einen wesentlich höheren Emanationsgehalt 
hin als am Boden. 

Nimmt man keine konstante Austauschgröße für alle 
Höhen an und berücksichtigt auch den Einfiuß des vertikalen 
Temperaturgradienten und von Sperrschichten, so ergibt die 
Rechnung nach einer neueren Untersuchung von Schmidt?) 
eine stärkere Abnahme des Ra-Emanationsgehalts mit zu- 


1) H. Bongards, Phys. Ztschr. 25. S. 679. 1924. 
2) St. Meyer u. E.Schweidler, Radioaktivität, S. 585. 2. Aufl. 
Leipzig (Teubner) 1927. 
’ 8) V. F. Hess u. W. Schmidt, Phys. Ztschr. 19. S. 109. 1918. — 
W. Schmidt, Der Massenaustausch in freier Luft und verwandte Er- 
scheinungen, S. 80—82. Hamburg (Grand) 1925. 
4) H. Flemming, Phys. Ztschr. 9. S. 801. 1908; Ill. Aeron. Mitt. 
13. S. 1019. 1909. 
> W.Schmidt, Phys. Ztschr. 27. S. 371. 
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nehmender Höhe als bei den früheren, vereinfachten Berech- 
nungen von Hess und Schmidt, in befriedigender Überein- _ 
stimmung mit unseren Flugmessungen. Die von Schmidt _ 
auf diesem Wege berechneten Werte für den Gesamtgehalt 
der Atmosphäre an Ra-Emanation und die Abgabe der Ema- 
nation seitens des Erdbodens sind daher als plausibel an- 
zusehen. 

Daß die Emanation in der Atmosphäre nur vom Erd- — 
boden stammt, und zwar vom festen Boden, ist auch durch 
die stets sehr klein gefundenen Emanationsmengen in der 
untersten Luftschicht auf See in Landferne erwiesen. Bei den 
Carnegiefahrten 1915 bis 19217) war der Mittelwert von 333 — 
solchen Messungen des 
von 48 Messungen südlich von 50° südlicher Breite sogar nur __ 
0,3.1071® Curie/cm?. Auf dem tiefgefrorenen und schnee- 
bedeckten Boden Spitzbergens fand Behounek?) den Ema- 
nationsgehalt der Luft <10.10718 Curie/cm®. Auf Helgoland 
ist nach Messungen von Hess?) der Emanationsgehalt der 
Luft mindestens 10mal kleiner als der mittlere Gehalt über 
dem Festland. Diese geringen Emanationsmengen sind von . 
gleicher Größenordnung wie die, entsprechend der MeBgenauig- 
keit unserer Flugmessungen, in Tab. 1 mit 0 bezeichneten _ 
Werte der bodenfernen Schichten in 2000—3800 m Höhe 

Der Versuch einer Ionisierungsbilanz der freien Atmo- 
sphäre wird für die unteren Luftschichten von der gemessenen 
und auch rechnerisch durch die Austauschgröße bestimmbaren 
Vertikalverteilung der Ra-Emanation als eines maßgebenden 
und sehr variablen Ionisators ausgehen und außerdem die 
durchdringende Höhenstrahlung sowie die weniger wirksamen N 
anderen radioaktiven Substanzen als Ionisatoren berücksichtigen... _ 
Dabei hat eine Mittelbildung vorläufig wenig Aussicht auf ; 
Erfolg; vielmehr wird man zunächst mit Bestimmungen von 
Ionisierungsstärke, Wiedervereinigung und Ionengehalt unter 
Beschränkung auf meteorologisch charakterisierbare Einzel- 


S. 254. 1924. 
2) F. Behounek, Journ. de Phys. et le Radium (6) 8. S. 161. 1927 
3) V. F. Hess, Wien. Ber. (IIa) 136. S. 686. 1927. ic cael 
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Troposphäre, schon von 2km Höhe an, ist dann der über- 
wiegend wirksame Ionisator die Höhenstrahlung, gegen welche 
die Wirkung der radioaktiven Substanzen der Atmosphäre, 
auch der Ra-Emanation, zurücktritt. 

Die bei größerer Höhe in geschlossenen Gefäßen beob- 
achtete verstärkte Ionisation infolge durchdringender Strahlung 
kann keinesfalls auf vermehrten Emanationsgehalt der Luft 
in der Umgebung des Meßgeräts zurückgeführt werden. Denn 
damit die Zunahme der durchdringenden Strahlung mit der 
Höhe und ihre große Härte durch die Höhenverteilung der 
Emanation vorgetäuscht werden könnte, indem der beobachtete 
Wert der durchdringenden Strahlung ein y-Strahlenmaß des 
umgebenden Emanationsgehalts der betreffenden Höhe wäre, 
müßte dieser Gehalt ganz beträchtlich mit der Höhe zu- 
nehmen, was nach unseren, an verschiedenen Tagen aus- 
geführten Flugmessungen keineswegs der Fall ist, während die 
Zunahme der durchdringenden Strahlung oberhalb 2 km Höhe 
stets und ohne Ausnahme gefunden wird. 

Zu den Bodenmessungen (Tab. 2) ist zu bemerken, daß in 
den Räumen des Physikalischen Instituts in Halle viel mit 
Radiumpräparaten gearbeitet worden ist; daraus erklärt sich 
der hohe Emanationsgehalt in den Zimmern. Die beiden im 
Garten gemessenen Werte sind im Verhältnis zu sonstigen 
Werten der untersten Luftschicht an anderen Orten nicht un- 
gewöhnlich hoch; auch die erste Messung von Flug V in 300 
bis 400 m Höhe zeigt dieselbe Größe. Auffallend sind da- 
gegen die großen Werte auf dem 30 m hohen Turm des In- 
stituts, die durch zwei Messungen bei verschiedenen Wetter- 
lagen festgestellt wurden. Da auch die Gartenmessungen in 
der Nähe der Außenmauer des Gebäudes gemacht worden 
sind, ohne eine nennenswerte Erhöhung zu zeigen, ist ein 
Gebäudeeinfluß als Ursache der hohen Turmwerte unwahr- 
scheinlich. Vielmehr werden diese Turmwerte wohl den Ema- 
nationsgehalt der Luftschicht in Schornsteinhöhe über der 
Stadt darstellen. Bekanntlich okkludieren Kolloide, auch die 
atmosphärischen Kolloide Ruß und Staub, die Ra-Emanation 
besonders stark, so daß eine Anreicherung in der vom Boden 
abgehobenen Rauchluftschicht verständlich wäre. Auch kann 
man daran denken, daß Emanation, die in den natürlichen 
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Kohlen okkludiert ist, beim Verbrennungsprozeß frei wird und — 
in der Rauchluft als Anreicherung gegenüber der nur durch 
die Bodenatmung mit Emanation versorgten Luft erscheint. 
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5. Zusammenfassung 
Die vorliegende Arbeit bezweckt die Ausführung absoluter, — 
direkter Messungen des Ra-Emanationsgehalts in der freien 
Atmosphäre bei Flugzeugaufstiegen, zur Klärung der Frage 
nach der vertikalen Verteilung der Ra-Emanation in der | 
Atmosphäre und nach ihrer Herkunft. 

Nach Vorversuchen mit Kohleadsorption wurde die Me- — 
thode der Kondensation der Emanation bei der Temperatur 
des flüssigen Sauerstoffs für die Messungen im Flugzeug as 
die geeignetste befunden. Die hierfür geschaffene Apparatur _ 
gestattet bei jedem Flugzeugaufstieg drei Messungen von je 
nur 3 bis 7 Minuten Dauer zu machen. : 

Die bei fünf Flugzeugaufstiegen bis 3800 m Höhe ge- _ 
fundenen Werte zeigen im allgemeinen eine starke Abnahme ~~ 
des Ra-Emanationsgehaltes mit zunehmender Höhe auf sehr 
kleine Werte, wobei im einzelnen die Luftschichtung maß- 
gebend ist. Die Änderung des Emanationsgehalts mit dr _ 
Höhe wird bestimmt durch Herkunft und Vorgeschichte er — 
Luft in den verschiedenen Höhen. 

Die Flugmessungen beweisen die alleinige Herkunft der 
Ra-Emanation der Atmosphäre von der Erdoberfläche und 
zeigen, daß ihre vertikale Verteilung nur durch den Luft- 
austausch und das Aufgleiten der Luft auf Schichtgrenzflächen 
zustande kommt. 

Messungen auf dem 30 m hohen Turm des Physikalischen 
Instituts in Halle ergaben einen auffallend hohen Emanations- 
sg der ‚Bauchluftschicht über der Stadt. 


Arbeit vom Physikalischen Institut Uni- 
versität Halle und von der Deutschen Versuchsanstalt für 
Luftfahrt in Berlin-Adlershof aus mit einem Halleschen Uni- 
versitätsflugzeug durchgeführt. Apparate zu den Versuchen 
stellte außerdem das Universitätslaboratorium für angewandte 
Physik in Halle, zur Verfügung. Die Kosten trug die Aero- 
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physikstiftung in Halle, mit einem Beitrag von seiten der Not- 
gemeinschaft der Deutschen Wissenschaft. 

Die größeren Mengen flüssiger Luft für die Flüge lieferte 
uns kostenlos in zuvorkommendster Weise das Sauerstoffwerk 
Borsigwalde der Gesellschaft für Lindes Eismaschinen A.-G.; 
für die Bodenmessungen stellte uns ebenso dankenswerter- 
weise das Ammoniakwerk Merseburg (Leunawerk) flüssige Luft 
zur Verfügung. Ferner haben wir für gestiftete Betriebsstoffe 
bei den Flügen zu danken den Firmen „Olex“, Berlin-Schöne- 
berg, Deutsch-Amerikanische Petroleumgesellschaft, Leipzig, und 
Ölwerke Stern-Sonneborn A.-G., Hamburg. 

Schließlich und nicht zuletzt sind wir den Flugzeug- 

_ führern Gillert, Möller und Peckmann sowie den Mitgliedern 
der Akademischen Fliegergruppe Charlottenburg für ihre selbst- 
lose Mitarbeit zu besonderem Danke verpflichtet. 


Hohenheim-Stuttgart, Physikal. Institut der Landw. 


a Hochschule, 26. Mai 1928. 
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2. Über Dielektrizitätskonstanten von Elektrolyt- 
lösungen; 
von H. Hellmann und H, Zahn 
(Erwiderung auf den gleichnamigen Artikel von P. Walden, H. Ulich 
und O. Werner), ive 


Es dürfte heute wohl allgemeine Übereinstimmung darüber 
bestehen, daß die Dielektrizitätskonstante verdünnter wäßriger 
Elektrolytlösungen wenigstens bei sehr geringen Konzen- 
trationen kleiner als die des Lösungsmittels ist. Jedoch 
finden sich große Widersprüche in den Angaben über die 
Beträge dieser Erniedrigungen, die von manchen Autoren 
recht erheblich, von anderen hingegen außerordentlich klein 
gefunden worden sind. Wir möchten in der nachstehenden 
Mitteilung nur Stellung nehmen zu den Untersuchungen der 
Herren Walden, Ulich und Werner!), nicht aber zu denen 
anderer Forscher, deren Ergebnisse von unseren in ähnlicher 
Weise abweichen, da eine Nachprüfung ihrer Methoden uns 
bisher noch nicht möglich war; wir hoffen jedoch später 
auf diesen Punkt noch zurückkommen zu können. 

Während die Herren Walden, Ulich und Werner in 
dem ihrer Meßmethode zugänglichen Konzentrationsgebiete be- 
trächtliche Erniedrigungen der DK gefunden hatten, wobei sie 
für die erhaltenen Resultate eine große Genauigkeit be- 
anspruchen, konnten wir?) in diesem Gebiete nur sehr viel 
kleinere Abnahmen feststellen, für die wir nur eben die 
Größenordnung verbürgen möchten. Die Angaben der Herren 
werden, wenn auch nicht zahlenmäßig, so doch annähernd ge- 


1) P. Walden, H. Ulich und O. Werner, Ztschr. f. physik. 
Chem. 115. 8.178. 1925 (I), a.a. O. 116. S. 261. 1925 (II); P. Walden 
und O. Werner, a.a 0.129. S. 389. 1927 (IV); P. Walden, H. Ulich 
und O. Werner, a.a. 0. 129. S. 417. 1927 (VI). 

2) H. Hellmann und H. Zahn, Physik. Ztschr. 27. S. 686. 1926 
sowie Ann. d. Phys. 81. S. 711. 1926. 
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stützt durch die Arbeiten von Sack!), Pechhold?) und 
Schmidt, während unsere durch die Mitteilungen von 

Voigt, Deubner°), Skancke und Schreiner®) eine Be- | 
stätigung gefunden haben. Wir hatten früher die Ver- 
mutung ausgesprochen, daß die Messungen von Walden, 
Ulich und Werner durch eine Rückwirkung ihres Meß- 
kreises auf den Sender beeinflußt gewesen seien; durch die 
neueste Mitteilung (VI) ihrer Versuche bei verschiedenen, 
darunter äußerst losen Koppelungen haben die Herren jedoch 
dargetan, daß ihre Messungen dieser Fehlerquelle nicht unter- 
worfen waren. Da unsere frühere Versuchsanordnung uns 
deshalb besonders vertrauenswürdig erschien, weil sie künst- 
lich hervorgerufene Erniedrigungen der DK, die wir durch 
Acetonzusätze zu den leitenden Lösungen erzeugten, stets 
richtig messen ließ — die Lösungen allein, die nach Walden, 
Ulich und Werner gleich große Erniedrigungen aufweisen 
sollten, zeigten diese jedoch nicht —, so haben wir uns be- 
müht, neue Erklärungsmöglichkeiten für die Diskrepanz der 
beiderseitigen Aussagen zu finden. Hierüber soll im nach- 
stehenden berichtet werden. Wir wollen vorwegnehmen, daß 
es bei der Wiederholung der Versuche von Walden, Ulich 
und Werner nicht nur gelungen ist, die von den Herren an- 
gegebenen großen Erniedrigungen ebenfalls zu finden, sondern 
sie auch bei ganz loser Kopplung sogar nicht unerheblich zu 
unterschreiten; es ist möglich, innerhalb eines ziemlich aus- 
gedehnten Bereiches jede beliebige „Erniedrigung der DK“ 
zu erhalten. Diese scheinbaren Erniedrigungen vermochten 
wir auf zwei gleichsinnig wirkende Ursachen zurückzuführen, 
von denen eine im Prinzip der Meßmethode liegt und daher 
auch unbedingt die Messungen von Walden, Ulich und 
Werner beeinflußt haben muß; allerdings reicht diese zur 
Erklärung der Unstimmigkeiten nicht aus, da sie nur kleine 
Korrektionen bedingt. Die zweite Ursache hängt mit Koppe- 
lungsbedingungen zusammen, wenn auch in anderer Weise, als 


1) H.Sack, Physik. Ztschr. 28. S. 199. 1927. 
2) R. Pechhold, Ann. d. Phys. 83. S. 427. 1927. 


4) B. Voigt, Ztschr. f. Phys. 44. S. 70. 1927. 
5) A. Deubner, Ann. d. Phys. 84. S. 429. 1927. 
6) R. Skancke und E. Schreiner, Physik. Ztschr. 28. S. 597. 1927. 
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wir es früher angenommen hatten; sie würde vollkommen aus- 
reichen, die großen Unterschiede zu erklären. Zwar können 
wir nicht mit Sicherheit behaupten, daß diese Fehlerquelle 
bei den Versuchen der Herren vorgelegen hat, da keine dies- 
beziiglichen Angaben vorliegen; es spricht andererseits in 
ihren Mitteilungen nichts dafür, daß diese Störung erkannt 
und ausgeschaltet war. Da wir zeigen können, daß diese ~ 
Fehlerquelle bei der Untersuchung isolierender Flüssigkeiten 
kaum in Betracht kommt und sich daher leicht der Wahr- | 
nehmung entzieht, während sie bei leitenden Lösungen große 
Meßfehler im Sinne einer Verkleinerung der DK hervorrufen 
kann, da sich ferner ergeben hat, daß nur, wenn sie vorlag, 
große Erniedrigungen erhalten wurden, die mit Beseitigung 
der Störungsquelle verschwanden, so liegt für uns die Ver- 
mutung doch sehr nahe, daß sie bei den Versuchen der 
Herren eine Rolle gespielt haben mag. Jedenfalls sind wir 
nach wie vor der Ansicht, daß die abnorm großen Er- 
niedrigungen der DK bei Beobachtung mittels einer Resonanz- 
methode durch den Einfluß der Leitfähigkeit vorgetäuscht sind. 


Nach dem vorstehend Gesagten hat sich unsere Er- 
widerung zunächst mit dem Prinzip der MeBmethode zu be- 
fassen; in einem zweiten Teil soll der mögliche Einfluß der 
obengenannten Fehlerquelle dargelegt und diskutiert werden. 
Über die experimentellen Ergebnisse, die größtenteils Herr 
cand. phys. Rieckhoff im Kieler Physikalischen Institut unter 
Leitung des einen von uns erhalten hat, wird hier nicht aus- 
führlich berichtet, da sie im Zusammenhange mit weiteren 
Messungen später veröffentlicht werden sollen. Wir be- 
schränken uns daher im wesentlichen auf die Wiedergabe 
seiner qualitativen Resultate, die unsere Darlegungen durch- 
aus bestätigen. Von Einzelheiten seiner Apparatur werden 
wir so viel mitteilen, daß eine Nachprüfung unserer Aussagen 
in einfacher Weise möglich ist. a 

Da wir gegen die Resonanzmethode von Walden, Ulich 
und Werner einen prinzipiellen Einwand erheben, so sei sie 
des Zusammenhangs wegen hier noch einmal kurz dargestellt. 
Ein Erreger ungedämpfter Schwingungen induziert in sehr 
loser Koppelung auf einen Resonanz- oder Meßkreis, der aus 

Annalen der Physik. IV. Folge. 86. 
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einer festen Induktivität und einer veränderlichen Kapazität 
besteht. Letztere wird durch einen „Flüssigkeitskondensator“ 
gebildet, der zur Aufnahme der zu untersuchenden Lösung 
dient, und einem diesem parallel geschalteten Meßkondensator, 
an welchem die Einstellung auf Resonanz mit dem Primär- 
kreis vorgenommen wird. Die Anordnung wird mit nicht- 
leitenden Flüssigkeiten bekannter DK geeicht, die Eichung 
auch bei der Untersuchung leitender Lösungen bis zu ziem- 
lich hohen Leitfähigkeitsbeträgen als gültig angenommen. 

Der Fehler, den die Nichtberücksichtigung der Leitfähigkeit 
in den DK-Werten bedingt, ist von den Herren Walden, 
_ Ulich und Werner in ihrer ersten Veröffentlichung diskutiert 
worden; sie kommen dabei zu dem Schluß, daß er innerhalb 
des Anwendungsbereiches ihrer Methode keine merkliche 

Rolle spielt. 

a Bei dieser Betrachtung wird ausgegangen von der Diffe- 
rentialgleichung für ein aus Widerstand AR, Induktivität Z 
und yerlustfreier Kapazität C bestehendes System mit zu C 
parallel geschaltetem Widerstande W, wenn darauf eine 
äußere ungedämpfte EMK der Kreisfrequenz w, wirkt. In- 
dessen wird die Rechnung nicht durchgeführt, vielmehr die 
Gleichung für die Eigenfrequenz des gedämpften Resonanz- 
kreises aufgestellt und diese der weiteren Diskussion zugrunde 
gelegt. Wir zitieren nun wörtlich: „Nehmen wir nun an, 
daß das Resonanzmaximum dann erreicht wird, wenn unsere 
Eigenfrequenz » durch entsprechende Veränderung der Kapa- 
zität des Resonanzkreises gleich der (konstant angenommenen) 
Frequenz », der auftreffenden Wellenzüge des Sendekreises 
wird, so trifft dies in Strenge nur für ungedämpfte Kreise zu. 
Die zu erwartenden Unterschiede sind aber dann zu vernach- 
lässigen, wenn die gegenseitige Induktion von Sende- und 
Resonanzkreis gegenüber der Selbstinduktion zu vernach- 
lässigen, wenn also die Kopplung sehr lose ist.“ *) 

Dies trifft aber keineswegs zu. Nun interessieren hier 
überhaupt nicht die Eigenschwingungen?) des Systems, die ja 
sehr bald abgeklungen sind, sondern die von der äußeren EMK 
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3) Abhandlung I, 8. 199. d 
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dann ihren größten Wert erhält, wenn das Impediment des 
Meßkreises ein Minimum wird. Ist der Widerstand des 
Kreises sehr klein, dann fällt bekanntlich die Eigenfrequenz 
im Resonanzfalle mit der der äußeren EMK praktisch zu- 
sammen; bei großem Widerstand hingegen ist die Eigen- 
frequenz, die sich aus den Einstellwerten auf Resonanz und 
den Widerständen berechnet, immer kleiner als die Erreger- 
frequenz, und zwar gilt dies auch für beliebig lose Kopplung! 
Der Sachverhalt ist besonders durchsichtig, wenn die Flüssig- 
keit isoliert, d.h. W= oo ist. Dann ist das Impediment des 


Meßkreises bekanntlich = ]/ R? + (2-7) und die 


@,C 

Stromstärke ein Maximum für ZC =1 bzw. », = LC, 
während die Eigenfrequenz = mit denselben Werten von 
Lund C zuv= berechnet. Etwas unüber- 
sichtlicher aa ‘die Beziehungen bei leitenden Flüssigkeiten 
im Kondensator, deren Leitvermögen durch einen endlichen 
Wert von W parallel zu C berücksichtigt wird. Statt von der 
Differentialgleichung auszugehen, rechnet man bequemer mit 
Widerstandsoperatoren, wenn man sich nur für die er- 
zwungenen, also nicht mit dem Faktor e-*' behafteten Schwin- 
gungen interessiert. Der Operator des MeBkreises ist ge- 
geben durch 2= R+jo,ZL+z, wo der komplexe Aus- 
druck z den a der Verzweigung zwischen e und W 
bedeutet. 


Der Operator des Kreises ist dann 
Q=(R+ 4 +j@L— 48), 

sein absoluter Betrag 
|Q\=V(R+ L — ABP 


die Impedanz des Systems. Da bei der Meßmethode von 
Walden, Ulich und Werner die nn auf Resonanz 
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4 id 


durch Veränderung der Kapazität bewirkt wird, so erhält man 


3 die Resonanzkapazität C,., aus der Beziehung er = 
+ A) + (w L—- AB) _ 9 


woraus folgt Cros = (1 


wobei sämtliche Glieder in der Klammer, wenn man die von 


Walden, Ulich und Werner für ihre Meßanordnung an- 
Pat gegebenen Daten benutzt, klein gegen 1 sind und — (+ a 
auf alle Fälle noch gegen die beiden auderen Glieder ver- 
nachlassigt werden kann. 


Beachtet man, daß die Eichung mit isolierenden Flüssig- 


4 


TER keiten vorgenommen ist, wobei W = co bzw. A= O zu setzen 
sind, so erhält man für diesen Fall C os eS Da nun die 


<a i . 
Induktivität des Kreises Z, sowie die @, 
konstant gehalten werden, so ist die Resonzkapazität C,., bei 
einer leitenden Lösung im Kondensator (W < co, A>0) ge- 
geben durch 
2R 1 bat. 
ao Cres AC 2R 
Nimmt man zunächst einmal an, daß die DK der Lösung 
mit der des Lösungsmittels identisch sei, so bedingt eine vor- 
handene Leitfähigkeit, daß die Resonanzkapazität gemäß Gl.(1) 
größer ist als bei dem nichtleitenden Lösungsmittel. Bei der 
mit nichtleitenden Flüssigkeiten geeichten MeBanordnung von 
Walden, Ulich und Werner bedeutet aber eine Vergrößerung 
der Meßkapazität eine Verkleinerung der DK der Flüssigkeit, 
da ja die durch die Abnahme der DK gestörte Resonanz durch 
Zuschaltung von Kapazität im Meßkondensator wieder aus- 
geglichen wird. Im Gegensatz hierzu rechnen Walden, 
Ulich und Werner aus, daß eine Erhöhung der Leitfähig- 
keit eine Zunahme der DK vortäusche. Zu diesem falschen 
Schluß gelangen sie dadurch, daß sie die gar nicht in Be- 


1) Die strenge Formel lautet 
(4 R 1 
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tracht kommenden Eigenschwingungen und nicht die im System 
erzwungenen Schwingungen behandeln. 

Bei Resonanzeinstellung mittels einer dem Flüssigkeits- 
hondensator parallel geschalteten Kapazität wirkt eine Leitfähig- 
heitszunahme wie eine Abnahme der DK bei isolierenden Flüssig- 
keiten ! 

Ganz anders gestaltet sich das Resultat, wenn die Ein- 
stellung auf Resonanz mittels einer im System vorhandenen 
Induktivität, also an einem Variometer!), erfolgt. Dann ist in 
dem Ausdruck (2 + 4)?+ (a, AB)? bei gegebenem un- 
veränderlichen Kondensator das Glied (? + 4)? konstant und 
die Minimumsbedingung ist gegeben durch ©, L= AB. Da 


cow 1 

1+ 020? W 0(1 


so folgt für nichtleitende Flüssigkeiten, bei denen W = oo ist, 
4B= <7 während bei leitenden Lösungen AB infolge der 
0 


scheinbar vergrößerten Kapazität kleiner wird und daher zur 
Abstimmung eine Verminderung von Z erfordert. Hat man 
die Meßanordnung ebenfalls mit isolierenden Flüssigkeiten ver- 
schiedener DK geeicht, so täuscht jetzt eine Zunahme der 
Leitfähigkeit eine Erhöhung der DK vor, die sich berechnet aus 
(L’— L) 1 

"nom: 
einer isolierenden, Z die bei einer leitenden Flüssigkeit be- 
deuten. 

Wir kehren zu der MeBanordnung von Walden, Ulich 
und Werner mit veränderlicher Einstellkapazität zurück, um 
den Einfluß der Leitfähigkeit auf die Messung der DK zahlen- 
mäßig zu diskutieren, und zwar für das gleiche System, das 
die Herren ihren entsprechenden Rechnungen zugrunde ge- 
legt haben. Seine Konstanten sind C = 5,55 - 10-12 Farad, 
I =1-10-* Henry, R=1 Ohm; dem Einflusse der Leit- 
fähigkeit werde durch verschiedene, C parallel geschaltete 
Widerstände W entsprochen. Die Wellenlänge des Sende- 
kreises sei 4,5 m, die Kreisfrequenz der erzwungenen Schwin- 


worin J’ die Resonanzinduktivität bei 


1) Dieser Fall ist z.B. von R.T.Lattey, Phil. Mag. 41. 5.829. 1921, 
behandelt. 


fi 
arn 
NER 
= 
) 
; 
je 
n 
4 
Pr. 


gungen w, somit 4,2.10%. Die nachstehende Tab. 1 zeigt den 
ER _ Verlauf von AC/C bei verschiedenen Werten von VW einmal 
I nach der Berechnung von Walden, Ulich und Werner, 
das andere Mal nach unserer Gleichung (1) 


Tabelle 1 


W= |1-10° |5.10° |2-10¢ |5.10° |2.10® 
— 40/0 10”*15,00- | nach 


+4s 0,040 (0,152 10,986 W.,U.,W 
+ 4 - 1074|2,09- nach 
—4e |0,008  |0,0098 (0,046 (0,167 (0,686 18,864 H. u. Z. 


fe ag: Die durch den Einfluß der Leitfähigkeit vorgetäuschte 
Änderung der DK As=-804C/C in der Tab. 1 ist von 
ans berechnet unter der Annahme, daß die ganze Kapazität C 
bis auf eine sehr kleine zusätzliche Einstellkapazität durch 
den Flüssigkeitskondensator gebildet werde. Bei den Messungen 
traf dies nicht zu; in dem von den Herren betrachteten Fall, 
der der Mehrzahl ihrer mit wäßrigen Lösungen angestellten 
Versuche entsprechen dürfte, betrug die Kapazität des Zusatz- 
kondensators etwa den vierten Teil von der des Flüssigkeits- 
kondensators, so daß dann die Werte von 4s um rund 25 Proz. 
zu erhöhen wären. Da die scheinbare Erniedrigung der DK 
sehr stark mit zunehmender Leitfähigkeit der Kondensator- 
füllung anwächst, so würden sich auch sonstige, z. B. dielek- 
 trische Verluste im Kondensatorgefäß, die additiv hinzutreten, 
den Scheineffekt bei höheren Konzentrationen merklich ver- 
stärken. 
; Der Vergleich der beiderseitigen Werte zeigt, daB wir 
scheinbare Erniedrigungen berechnen, die etwa 4mal so groß 
sind als die nach Walden, Ulich und Werner sich er- 
is gebenden scheinbaren Erhöhungen. Allerdings sind unsere 
As-Werte noch viel kleiner als die von den Herren angegebenen 
Erniedrigungen der DK., die bei wäßrigen Lösungen bis zu 
ds >— 6 ansteigen, während der größte Wert von uns, den 
wir aus der vorstehenden Tabelle zum Vergleich heranziehen 
dürfen, As=— 0,17 ist, da die Meßmethode die Verwendung 
wesentlich kleinerer Werte als W = 10* nicht zuläßt. Wir 
können daher als Ergebnis der bisherigen Betrachtungen nur 
aussprechen, daß die Korrektionen, welche infolge der Leit- 


2 H. Hellmann u. H,Zaın 


| 
| 
N 1 j ] ] | 
| 
| 
‘ 
| 
| 
| 


Uber Dielektrizitätskonstanten von Elektrolytlisungen 695 


fähigkeit an den gefundenen DK.-Werten anzubringen sind, im 
entgegengesetzten Sinne ausfallen, als sie von Walden, Ulich 
und Werner berechnet sind, und wenigstens bei den kon- 
zentrierteren der verwendeten Lösungen immerhin so groß, daß 
sie bei der Genauigkeit, welche die Herren für ihre Methode 
beanspruchen, nicht außer acht gelassen werden dürfen. 
Der Vollständigkeit halber wollen wir noch erwähnen, daß 
wir auch den Fall nichtquasistationärer Stromverteilung im 
Meßkreise ausführlich diskutiert haben, um festzustellen, ob die 
zwischen dem Meß- und dem Flüssigkeitskondensator in den 
Verbindungsdrähten enthaltene unvermeidliche Induktivität einen 
wesentlichen Einfluß auf die Messung der DK. besitzen kann. 
Die Rechnung zeigt, daß der grundsätzlich vorhandene Ein- 
fluß bei den vorliegenden Versuchsbedingungen so klein aus- 
fällt, daß er vernachlässigt werden darf. Da sich auch sonst 
bei dieser strengeren Behandlungsweise keine wesentlichen neuen 
Gesichtspunkte ergeben, können wir von der Mitteilung der 
bedeutend komplizierteren Formeln Abstand nehmen, 
Die vorstehenden Betrachtungen vermögen die Ergebnisse 
von Walden, Ulich und Werner nur in quantitativer Hin- 
sicht und auch da nur wenig zu modifizieren. Die Tatsache, 
daß die Herren wesentlich größere Erniedrigungen als wir 
und einige andere Experimentatoren gefunden haben, würde 
also dadurch nicht in Frage gestellt. Wenn wir trotzdem 
den Standpunkt weiter vertreten, daß die von den Herren 
mitgeteilten Erniedrigungen viel zu groß sind, so ver- 
anlassen uns zu dieser Stellungnahme unsere sowie Hrn. 
Rieckhoffs Versuche, bei denen die Bedingungen weit- 
gehend variiert wurden und bei denen derartig große Erniedri- 
gungen — wir wollen sie scheinbar nennen — nur dann ge- 
funden wurden, wenn eine gewisse Fehlerquelle vorhanden war, 
nach deren Beseitigung sie bis auf einen sehr kleinen Bruch- 
teil verschwanden. Diese Fehlerquelle lag in einer weiterhin 
zu beschreibenden Art der Koppelung des Detektorkreises an 
das Resonanzsystem; wir glauben aus den vorliegenden An- 
gaben entnehmen zu dürfen, daß sie mit der von Walden, 
Ulich und Werner verwendeten identisch ist. Wir wollen 
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_ durch Rechnung und Experiment dartun, daß diese Fehler- 
quelle bei der Untersuchung nichtleitender Flüssigkeiten, also 

bei der Eichung der Apparatur so wenig in Erscheinung tritt, 
daß sie der Beobachtung entgehen kann, bei leitenden Lösungen 
dann aber um so stärker zur Wirkung kommt, je besser diese 
leiten, und daß sie dabei deren DK. um Beträge der in Be- 

tracht kommenden Größenordnung kleiner erscheinen läßt. 


handensein dieser Fehlerquelle festzustellen, sowie um sie zu 
beseitigen, und glauben daher, daß von nun an DK- —" 


- an leitenden Substanzen nach einer a. nur dann 
Anspruch auf Genauigkeit erheben können, wenn hinreichend 
dargetan ist, daß diese Fehlerquelle sicher ausgeschlossen war. 

Bei Walden, Ulich und Werner war der Detektor- an den 
Resonanzkreis magnetisch gekoppelt nach dem in Fig. 1 gegebenen 
Schema. Bei Wiederholung der Versuche wurden die Resultate 
der Herren zunächst bestätigt; d. h. war der Meßkondensator M 
dadurch geeicht, daß in den Kondensator C nacheinander nicht- 
leitende Flüssigkeiten verschiedener DK. eıngefüllt und die zuge- 
hörigen Resonanzeinstellungen an M festge-tellt waren, so ergab 
sich für eine in C eingefüllte KCl-Lésung bekannter Konzentration 
aus der Resonanzeinstellung eine Erniedrigung der DK., die 
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zwar nicht zahlen-, aber doch größenordnungsmäßig mit den 
Angaben von Walden, Ulich und Werner übereinstimmte. 
Wurde nun der Detektorkreis an den zweiten Ring gekoppelt 
— wir bemerken dazu, daB bei diesen Versuchen der Erreger- 
kreis bis. zu 2 Meter von diesem Ring entfernt war, Riick- 
wirkung also nicht bestand — so erhielt man nach vorgenom- 
mener Eichung für die DK in diesem speziellen Falle eine 
deutlich höhere DK. als zuvor, die „Erniedrigung“ hatte also 
abgenommen. Wurde das Doppelringsystem durch ein läng- 
liches Drahtrechteck ersetzt, so ließ sich durch Verschieben 
der Kopplungsschleife in konstantem Abstande über den Drähten 
ein kontinuierlicher Übergang der „DK.-Erniedrigung“ von 
kleinen bis zu-wesentlich höheren Werten als den von Walden, 
Ulich und Werner angegebenen erhalten! Die ganze Frage 
schien daher doch eine Koppelungsangelegenheit zu sein, wenn 
auch anderer Art, als wir es früher vermutet hatten. Wir 
wollen diese Möglichkeit zunächst rechnerisch diskutieren und 
auf die experimentelle Bestätigung unserer Vermutung später 
eingehen. 

Von dem Erregersystem werde bei äußerst loser magne- 
tischer Koppelung im Meßkreis eine EMK £,sinw?, im 
Detektorkreis eine EMK £,sinw¢ induziert. Es handelt sich SL, RR 
im zweiten Falle um die Wirkung, die auch ohne Anwesen- =“ Er 
heit des Resonanzkreises im Detektorkreis auftreten würde. = ; 


Ist der Detektorkreis aperiodisch, was bei Verwendung eines 
Kristalldetektors zutrifft, so fließt in ihm der Strom i, sin ot. 
Im Meßkreis fließt ein Strom J sin(wt— 9), wo p von den 
Konstanten des Kreises abhängt; im einfachsten Falle, wenn 
der Kreis aus in Reihe geschalteten C, Z, R besteht, ist » 
gegeben durch 


1 
R 
und wird bei Resonanzeinstellung = 0. Der Meßkreisstrom 
induziert seinerseits im Detektorkreis eine um 2/2 verschobene 
EMK. bzw. einen dieser gleichphasigen Strom i, cos(w¢ — g). 
Den Stromeftekt im Detektorkreis, für den der Galvanometer- 
ausschlag ein Maß ist, bestimmt die resultierende Stromstärke 
Isin(»t + 9), die sich berechnet aus 


i, Cos (wt — + i, sin wt. 


5 

| 
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In beksanter Weise ergibt dies * 


Q =i, cosg; w=2. 


Um überhaupt rechnen zu können, machen wir die ver- _ 
einfachende Annahme, daß der Galvanometerausschlag a dem 
Stromeffekt, somit J? proportional sei. — Strenggenommen 
kann dies nur bei Verwendung eines Thermoelements oder 
eines Barretters gelten, während beim Kristalldetektor die Ab- 
hängigkeit komplizierter ist. — Es wird somit « dem Aus- 
drucke 

(i? + 24, 4 sing + 
proportional sein; dies zeigt, daß durch die direkte Einwirkung 
des Senders auf den Dektektorkreis prinzipiell eine Deforma- 
tion der Resonanzkurve und eine Verschiebung der Resonanz- 
lage hervorgerufen wird. Es bleibt noch zu zeigen, in welcher 
Weise diese Verlagerung mit den Konstanten des Resonanz- 
kreises zusammenhängt. 

Wir betrachten wie früher einen Resonanzkreis mit A, Z 
und C, wobei wieder dem Kondensator C noch ein Wider- 
stand W parallelgeschaltet sei, um der Wirkung der Leit- 
fähigkeit Rechnung zu tragen. Dann ist nach Gleichung (1) 
die Impedanz des Systems 


2= 


e Phasenwinkel g zwischen Strom und Spannung ist gegeben 
durch 


_ (@@L- AB) 
: Zul 
wo A und B die früher eingeführten Abkürzungen sind. Es 
ist nun J,? und damit auch z,? proportional 

1 
VR+A+(@L- AB} 
trägt man daher /, als Funktion der in 4 und B enthaltenen 
Kapazität C auf, so liefert dies die Resonanzkurve des Strom- 
effekts, wie man sie mittels eines in den Resonanzkreis ein- 
— Hitzdrahtamperemeters messen würde. Diese Kurve 


> 
we: 
pos 
a 
% 
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ist, bis auf den Maßstab, dann identisch mit derjenigen, welche — = 
der magnetisch gekoppelte Detektorkreis liefert, wenn in dem N 

Ausdruck 


(4? + 2%, sin + 4?) 
das zweite und dritte Glied neben dem ersten vernachlässigt 
werden können. Trifft dies nicht zu, so ist die im Detektor- _ 
kreis erhaltene gegen die im Meßkreis selbst ya 
Resonanzkurve verzerrt, und zwar um so mehr, je kleiner 7, ww 
ist. Da der direkt vom Sender induzierte Stromanteil i, kon Pua 
stant bleibt, während der vom Meßkreis herrührende i, um ” Seg 
stärker abnimmt, je größer die Dämpfung in diesem Kreise 
wird, so folgt, daß die Deformation und Verlagerung der ee Fe; 
sich mit wachsendem Leitvermégen im Flüssigkeitskondensator 

Bei der Untersuchung isolierender Flüssigkeiten rührt . 
Resonanzausschlag « vorwiegend vom Stromanteil i, her; es 
sollen in der Folge die auf den Resonanzfall sich beziehenden 
Verhältnis Resonanzausschlag «’: Dissonanzausschlag (Aus- 
schlag bei vollkommener Verstimmung) findet man das Ver- 
haltnis 


immer mehr bemerkbar machen muß. 
Größen durch Strichelung gekennzeichnet werden. Aus dem om 


Denn es ist fe 
a ~ i,’ 24 sin + i,?, 
B~i,? und bei W=oo wird im Resonanzfalle = 0. 
man i, in willkürlichen Stromeinheiten festlegt, ist damit die 
im Resonanzkreis vom Sender aus induzierte Spannung £, 
relatir bestimmt, da sie i’ R proportional sein muß; sie sei 
= Fi,’ R. Dann ist bei beliebiger Verstimmung die Strom- 


stärke im Meßkreise I, = Aue und die von ihr im Detektor- 3 
kreis induzierte i, = a ‚ denn im Resonanzfalle wird bei 7 


W=co bekanntlich 2= R. Wir können also jetzt in der 
Beziehung 


a = (i,) + 23%, sin + i,”) 


i, durch a = 4 ersetzen und dadurch die Konstanten des 


— 
dy a 
—~ = 1. 
ts 
| 


Resonanzkreises einführen. Schließlich kann man noch sin p 


durch wrzen ersetzen. Indem man nun bei festgehal- 


tenem VW, also bei einer bestimmten Leitfähigkeit im Flüssig- 
keitskondensator, C variiert bzw. die C enthaltenden Größen A 
und B, so erhält man die Resonanzkurve a = f(C) in ihrem 
ganzen Verlauf; soll nur die Resonanzkapazität C’ selbst be- 


stimmt werden, so erhält man, indem man a = 0 setzt, für 


C’ die Bestimmungsgleichung 


=([—2B(R + A) + (1— - olj][E + 23, AB] 
+ (1 — B3i, 22. 


Da B? = w* C? W? für die in Betracht kommenden Fälle groß 
gegen 1 bleibt, kann man bei Werten von W=1-10% für 
obige Gleichung schreiben 


2) 0- — AB) — [€ + 2i,(oL — AB) —i, 2°. 


Statt C’ explizit auszudrücken, verfährt man besser so, daß 
man mit zwei Werten von C, die C’ einschließen, die rechte 
Seite der Gleichung (2) berechnet und durch erlaubte lineare 
Interpolation den Wert C’ ermittelt, der der Gleichung (2) 
genügt. 

Es soll nun zunächst einmal gezeigt werden, daß sich mit 
sehr plausiblen Annahmen über das Verhältnis &/# scheinbare 
Änderungen der DK berechnen, die dem Sinne und der Größe 
nach den Angaben von Walden, Ulich und Werner ent- 
sprechen. Wir legen dabei ein Resonanzsystem zugrunde, das 
dem früher betrachteten sehr nahe kommt, doch sind mit 
Rücksicht auf die ziemlich umständlichen Rechnungen die 
Zahlenwerte der Konstanten etwas bequemer gewählt. Es sei 
die Kreisfrequenz des Senders w= 4.10%, der Ohmsche 
Widerstand des Resonanzkreises 2 = 1 Ohm, seine Induktivität 
Z = 1,25-10-* Henry. Dann ist die Resonanzkapazität bei voll- 
kommen isolierender Füllung des Kondensators C =5. 101? Farad. 
Der Einfachheit halber nehmen wir an, daß die gesamte Ka- 
pazität C’ durch den Flüssigkeitskondensator gebildet werde. 
Die erforderlichen Änderungen, um nach Einfüllen einer leitenden 
Lösung der gleichen DK wieder Resonanz zu erhalten — es 


= 
7 
i 
Ber 
PR) 
a 
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handelt sich, wie gezeigt werden wird, um Vergrößerungen dr 
Kapazität —, mögen durch Zuschalten der eben notwendigen 
verlustfreien Kapazität bewirkt werden. Ist die Resonanz- an Ae 
kapazität C’ = 5-10-!? bei Füllung mit destilliertem Wasser, a : 
so kann man die Widerstandskapazität des Gefäßes mit er 


4n 0 


ansetzen, d.h. ein Leitvermögen 1,41-10-*, das einer 1,2-10-$ 
Normal-KCl- bzw. einer 0,39.10-® Normal-HCl-Lösung zu- he 
kommt, würde dem Kondensator einen Widerstand W = 1- 10-4 a5) 
erteilen. Wir machen nun zunächst die Annahme, daß der Gal- _ 
vanometerausschlag, der durch direkte magnetische Einwirkung 
des Senders auf den Detektorkreis entsteht, einen Skalenteil 
betrage, während durch den Resonanzkreis, wenn er mitener 

nichtleitenden Flüssigkeit beschickt ist, ein Maximalausschlaga’ __ 

von 901 Skalenteilen über den Detektorkreis bewirkt werde, 


Somit wird “= = 7900; setzt man nun willkürlich 4, = 1, so 


4 © 80+ 111-1070 = 1,41 


erhält man bei 2 = 1 Ohm € = 30 in entsprechenden Span- 
nungseinheiten. Die nachstehende Tabelle (2) veranschaulicht, 
wie sich die Resonanzstromstärke 4 mit der Größe des C 


Tabelle 2 
W 1.108 1-105 
i,’ 80 24 8,58 
i’? 900 576 18,6 


bei gleicher Galvanometerempfindlichkeit erhalten werden, wenn — pe 
i, = 0 ist; i,/2= 576 stellt ungefähr den Ausschlag dar, der ee 
bei Füllung des Kondensators mit gutem destillierten Wasser _ 
entstiinde. 

Für i,=1 berechnet sich nach Gl. (2) bei W = 1-10 
die Resonanzkapazität 0’ = 5154-10718; die zugehörigen Re- 
sonanzkurven mit 7, = 0 und, = 1 sind in Fig. 2 dargestellt. 
Während die Verschiebung des Resonanzpunktes bei i, = 0 
gegenüber der Resonanzlage bei isolierenden Flüssigkeiten klein 


paralie Peschaiteten VW 1derstande:! ande 
— 
B-10¢ | 2-104 | 
: 
== 
5,00 2,22 1,16 
25,0 4,98 
Der Größe i,’? entsprechen die Resonanzausschläge, die 


were — 4C= 0,0105 aus Gl. (1) berechnet —, ist sie für 
= 1 recht beträchtlich; außerdem ist die Kurve durch den 
infu von i, stark verzerrt, da infolge des Phasenumschlags 


a 


Fig. 2 Farad 


rechts des Maximums 7, und i, zusammen —, links davon sich 
entgegenwirken. 
Die scheinbare Anderung der DK, der diese Verschiebung 


entspricht, ist 4e=— =— = — 2,46. Aus den 
Kurven von Walden, Ulich und Werner entnimmt man für 
eine 1,2. 10”? Normal-KCl-Lisung eine de= —2,1 
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bzw. für eine 0,39. 10-3 Normal-HCl-Lisung 42 = — 1,8. 
beobachtete Größenordnung wird also durchaus erhalten. 
Berechnet man jedoch die Erniedrigungen für geringere Fan 
Konzentrationen, also größere Werte von W, so wird die Über- a R 
einstimmung wesentlich schlechter. Die gestrichelte Kurve in 
Fig. 3 zeigt, wie sich 4C mit 1/W, welches der Konzentration _ 
sehr nahe proportional ist, ändert. Die von Walden, Ulich e 
und Werner gefundene lineare Zunahme von — 4e wird durch by 
die Berechnung nicht wiedergegeben. Dieser Umstand scheint a 


= r 


zunächst schwerwiegende Bedenken gegen unseren Erklärunge- 
versuch hervorzurufen, die indessen bei näherer Betrachtung 
ohne Schwierigkeiten beseitigt werden können. BE 

Untersucht man zunächst den Einfluß, den die Veränderung 
von i, bei festgehaltenem € ausübt, so zeigt sich, daß beieiner 
Vergrößerung von i, die Verschiebungen der Resonanzlage bei 
höheren Konzentrationen, d.h. den kleineren Werten von PW 
nur unbedeutend zunehmen, bei geringen Konzentrationen da- 
gegen viel stärker. Setzt man in dem gewählten Beispiel 4 2 
— dies würde bedeuten, daß der Dissonanzausschlag $ etwa 
1,8 Proz. des Maximalausschlages bei vollkommen isolierendem 
Dielektrikum betragen würde und etwa 2,8 Proz. desjenigen, 
der bei Einfüllen von destilliertem Wasser erzielt würde —, 
so erhält man die ausgezogene Kurve in Fig. 3, bei der die 
Abweichungen von der Linearität schon stark abgenommen 


- 
6 é 
Fig. 3 
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haben. Je höher i, gewählt wird, um so besser wird der lineare 
Verlauf der Kurve erreicht, wobei die größeren Werte von 4C 
nur wenig mehr wachsen, so daß die Größenordnung des Effektes 
durchaus erhalten bleibt. 

Es gibt jedoch noch eine andere Möglichkeit, die Ab- 
weichungen von der Linearität auf zwanglose Art zu beseitigen, 
ohne besonders hohe Werte des Störstromes 7, annehmen zu 
müssen. Die experimentell gefundene Tatsache, daß unter Um- 
ständen mit derselben Anordnung scheinbare Erhöhungen bei den- 

5 selben Lösungen gefunden wurden, die bei veränderter Koppelung 
De u Detektorkreises an das Resonanzsystem starke scheinbare Er- 


i 
I 
d 
n 


~ 
TD 


niedrigungen aufwiesen, legte die Vermutung nahe, daß außer 
_ der direkten magnetischen auch eine elektrische Beeinflussung 
des Detektors durch den Sender stattfinden könne. Eine solche 
muß aber, wie die nachstehende Überlegung zeigt, eine schein- 
ER bare Erhöhung der DK vortäuschen. Wir hatten den Einfluß 
einer direkten magnetischen Koppelung durch einen Stromanteil 
i,sinot im Detektorkreis berücksichtigt; ein von demselben 
_ Sender herrührender kapazitiver Strom muß gegen i, um eine 
_ Viertelperiode verschoben sein und werde daher durch i, cos wt 
dargestellt. Indem man in gleicher Weise wie früher rechnet 
nur daß jetzt Q = i, + i, cos gesetzt wird, wobei 


R+A 
\ 
| 


ist, erhält man wieder mit der Vereinfachung, daß 1 gegen B? 
ren werden kann, als Resonanzbedingung 


[0- [ez- 4B)— 
(3 


+ 2i,(@L — AB) + + + i,| 
Gree Man kann zeigen, daß die Wirkung des Stromanteils ;, 
sich in einer Verkleinerung der Resonanzkapazität bemerkbar 
: macht, was scheinbar die DK wieder erhöht. Die Diskussion 
des allgemeinen Falles erfordert die gegenseitige Bewertung 
der Einzelglieder in GI. (3) und ist daher etwas umständlich; 
ER = wir bemerken nur, daß in erster Linie das Glied ;,(? + 4A) 


wirksam ist, während ur nur bei höheren Konzentrationen 
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ist durch das Kurvenbild Fig. 4 veranschaulicht, in welchem 
Kurve I den früher betrachteten Fall mit nur magnetisch in- 
duziertem Störstrom i, = 1 darstellt; bei II ist noch i, = i, = 1 
nach GI.(3) berücksichtigt, während bei III i, = i, = 2 gesetzt 
ist. In dem letztgenannten Fall ist die Annäherung an die 
Linearität schon ziemlich gut. Wir geben nur diese beiden 
Beispiele und bemerken noch, daß es leicht ist, durch passende 
Wahl von i, und i,, ohne dabei unvernünftige Annahmen über 
deren Beträge machen zu müssen, eine lineare Abhängigkeit 


der DK-Anderung von der Konzentration zu erhalten, die den von 
Walden, Ulich und Werner angegebenen Werten entspricht. 
Durch Bevorzugen von i, gegenüber i, kann man es natürlich 
erreichen, daß von gewissen Leitfähigkeitsbeträgen an die 
scheinbare Änderung der DK mit wachsender Konzentration 
wieder kleiner wird, daß also gewissermaßen die so bestimmte 
DK durch ein Minimum hindurchläuft und schließlich bei 
höheren Konzentrationen den Wert für das Lösungsmittel 
wieder übersteigen kann. Wir begnügen uns, auf diese Mög- 
lichkeit hinzuweisen, da bekanntlich Walden, Ulich und 
Werner bei nichtwäßrigen Lösungen ein derartiges Verhalten 
Annalen der Physik. Iv. sea 86. 
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beobachtet haben. Wir möchten jedoch ausdrücklich betonen, 
daß dieser Hinweis auf eine eventuelle Erklärungsmöglichkeit 
noch keine Stellungnahme zu diesen Messungen sein soll, da 
unsere experimentellen Untersuchungen sich bisher nur auf 
wäßrige Lösungen beschränken und wir mit Folgerungen über 
das, was die Beobachtungen bestätigten, nicht hinausgehen 
wollen. 

Der Vollständigkeit halber sei noch folgender Fall erwähnt. 
Nimmt man die Resonanzeinstellung statt an einem Zusatz- 
kondensator an einem Variometer vor, so tritt, wenn ein ma- 
gnetisch induzierter Störstrom i, vorhanden ist, ebenfalls eine 
scheinbare Erniedrigung der DK auf; diese ist etwas kleiner 
als die bei Resonanzeinstellung am Kondensator gefundene, da 
ja ohne Störstrom in diesem Falle durch die Leitfähigkeit eine 
geringe Erhöhung der DK vorgetäuscht wird. Die Resonanz- 
induktivität berechnet sich dabei aus der Beziehung i 

€ 
die in entsprechender Weise gewonnen wird wie früher Gl. (2). 

Bevor wir zu einer kurzen Darstellung der experimentellen 
Untersuchungen übergehen, möchten wir betonen, daß die vor- 
stehend dargelegten Erwägungen erst gewonnen wurden, nachdem 
es uns in keiner Weise gelungen war, die Ergebnisse von 
Walden, Ulich und Werner einwandfrei reproduzierbar zu 
bestätigen. Wir verstehen dies folgendermaßen: wohl ist es 
uns, wie schon erwähnt, gelungen, unter gewissen Umständen 
bei leitenden Lösungen der in Betracht kommenden Konzentra- 
tionen große „Erniedrigungen“ zu finden, wenn darunter solche 
Verschiebungen der Resonanzlage verstanden werden, wie sie 
bei nichtleitenden Flüssigkeiten tatsächlichen Erniedrigungen 
der DK entsprechen. Die so gemessenen „Erniedrigungen“ 
waren aber nicht allein durch die Art der Lösung bestimmt, 
sie konnten in ihrer Größe auch durch die äußeren Versuchs- 
bedingungen beeinflußt werden, ja sogar in ihrem Sinne, d.h. 
in Erhöhungen verwaudelt werden. Echte Erniedrigungen der 
DK auch bei leitenden Lösungen hingegen — dies sei aus- 
drücklich betont — wie sie durch Acetonzusatz hervorgebracht 
wurden, konnten in jeder Versuchsanordnung, unabhängig von 
den äußeren Bedingungen, im richtigen Sinne und in der rich- 
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tigen Größe festgestellt werden. Hierbei ist natürlich die 
Änderung der Resonanzeinstellung gegenüber einer gleichleiten- 
den Lösung ohne Zusatz, nicht die gegenüber einer isolierenden 
Flüssigkeit zu verstehen. 

Über die Versuche selbst sei folgendes mitgeteilt. Stets 
wurde sorgfältig darauf geachtet, daß keine Rückwirkungen 
des Meßkreises auf den Sender eintraten. Dies wurde dadurch 
festgestellt, daß ein mit dem Sender sehr lose gekoppelter 
Frequenzmesser keine Frequenz- und Intensitätsänderung er- 
kennen ließ, wenn der Meßkreis auf Resonanz gebracht wurde. 
Da der mit einem Kristalldetektor und Galvanometer als 
Indikator versehene Frequenzmesser Änderungen von einem 
Promille noch sehr deutlich erkennen ließ, so war jedenfalls 
weitgehende Unabhängigkeit der Senderschwingungen von dem 
Zustande des Meßkreises gewährleistet. Im Laufe der Unter- 
suchungen sind dann wohl alle in Betracht kommenden Para- 
meter, die einen Einfluß auf die Messung der DK besitzen 
können, variiert worden. So die Frequenz der Schwingungen, 
die Kondensatorgröße, das Verhältnis zwischen Induktivität und 
Kapazität, die Induktivität zwischen Flissigkeits- und Meß- 
kondensator; ferner wurde mit einem Variometer statt mit 
einem Meßkondensator auf Resonanz eingestellt. Der Einfluß, 
den die Variation der verschiedenen Parameter auf die ge- 
messene „DK-Änderung“ besaß, war verschieden groß; weitaus 
den stärksten auf die scheinbare Erniedrigung der DK übte 
die Art und Intensität der Koppelung des Detektorkreises an 
das Resonanzsystem aus. Da gegen diese die übrigen erheblich 
zurücktraten und oft nur schwer rein davon zu trennen waren, 
wollen wir uns hier auf die Betrachtung ihrer Einwirkung 
beschränken. 

Zweifellos wäre es am besten, die Resonanzeinstellung 
für den Meßkreis nicht mittels eines irgendwie gekoppelten 
Detektorkreises zu bestimmen, sondern aus dem Maximalaus- 
schlag eines im Meßkreis selbst befindlichen Amperemeters. 
In diesem Falle wäre zwar die eingangs dieser Untersuchung 
behandelte scheinbare Erniedrigung der DK. bei vorhandener 
Leitfähigkeit im Kondensator zu berücksichtigen, aber die un- 
gleich stärkere Wirkung der Verzerrung der Resonanzkurve 
durch Störströme wäre nicht zu befürchten. Die praktische 
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eines Blockkondensators unmittelbar hinter den Detektor sind 
geeignete Mittel, die Wirkung der kapazitiven Störungen herab- 
gudriicken, was ebenfalls durch Zurücktreten des Dissonanz- 
ausschlages erkannt wird. Bei Nichtbeachtung dieser Störungs- 
ursache können ebensogut scheinbare Erhöhungen der DK. 
ES beobachtet werden wie scheinbare Erniedrigungen bei stärkerem 
magnetisch induziertem Störstrom. 

Im Einverständnis mit Hrn. Rieckhoff zeigen wir in 


Ausführung scheitert an dem Fehlen geeigneter Instrumente; 
entweder sind diese viel zu unempfindlich oder sie besitzen so 
hohe Widerstände, daß durch ihr Einschalten die Schwingungen 
zu stark gedämpft würden. Trotzdem ist es möglich, sich 
dieser für unseren Fall idealen Art der Resonanzmessung 
wenigstens sehr weitgehend zu nähern, indem man ein empfind- 
liches Thermoelement oder einen Kristalldetektor parallel zu 
einem kleinen Teil / der Induktivität des MeBkreises schaltet 
und zwar so, daß keine in Betracht kommende magnetische 
Kopplung neben der direkten galvanischen eine Rolle spielt 
(vgl. Fig. 5 für ein Thermoelement). Die Angaben des zugehörigen 
Galvanometers sind dann proportional 
dem Quadrat der Spannung an den 
Enden der Induktivität, d.h. 
und somit ein Maß für die im Meb- 
kreis fließende Stromstärke J. Ein 
Kriterium dafür, ob die Anordnung 
hinreichend störstromfrei ist, gewinnt 
man aus dem Verhältnis des Dissonanz- 
ausschlages zu dem Resonanzausschlag ; 
ersterer muß auch bei der Unter- 
suchung relativ gut leitender Lösungen klein gegen den Reso- 
nanzausschlag bleiben. Bei Verwendung eines magnetisch an 
das Resonanzsystem gekoppelten Detektorkreises ist dies bei 
besser leitenden Lösungen kaum zu erreichen. Was den kapa- 
‚zitiven Störstrom betrifft, so wird dieser in erster Linie durch 
ungünstig geführte Leitungen, z. B. vom Galvanometer aus zum 
Detektor gebracht; passende Verlegung derselben, Einschaltung 


Fig. 6a und 6b je zwei Resonanzkurven’), die von ihm für 


1) Die ausgezogenen Kurven beziehen sich auf Wasser, die ge- 


| 
| i 
| 
. 
£. 
| 
by 
| 
get 
” 
 strichelten auf die Lösung als Kondensatorflüssigkeit. 


| 


izitätskonstanten 


710 Hellmann u. H. Zahn 


Wasser und 2,5-10~4-normal KCl-Lösung bei Benutzung des 
gleichen Resonanzsystems gefunden worden sind. Bei den 
durch Fig. 6a dargestellten Messungen war die Schaltung des 
Detektors in der vorstehend skizzierten Weise vorgenommen 
worden, bei den durch Fig. 6b wiedergegebenen ein Detektor- 
kreis wie bei Walden, Ulich und Werner magnetisch an das 
Resonanzsystem gekoppelt. Die Kurven der Fig. 6a führen 
zu dem Schluß, daß die der Verschiebung der Resonanzlage ent- 
sprechende Änderung der DK. nur sehr unbedeutend sein kann, 
die der Fig. 6b hingegen würden eine erhebliche Erniedrigung 
wahrscheinlich machen, wenn nicht ihre unverkennbare Ähn- 
lichkeit mit der berechneten Kurve in Fig. 2 es näher legte, 
die Verschiebung der Wirkung eines Störstroms zuzuschreiben. 

Wie es die berechnete und die durch Messung erhaltene 
Kurve zeigen, ist die Resonanzschärfe bei der gestörten Kurve 
kaum schlechter als bei der ungestörten; charakteristisch ist 
für sie aber die starke Unsymmetrie. Nach unserer Ansicht 
sind nur solche Messungen einwandfrei, bei denen durch Auf- 
nahme der Resonanzkurve die hinreichende Freiheit von Stör- 
einflüssen dargetan ist. 

Über die Einzelheiten dieser und zahlreicher anderer Ver- 
suche wird Hr. Rieckhoff später im Zusammenhange mit 
weiteren Messungen ausführlich berichten. Wir wollen nur 
noch erwähnen, daß ein Versuch von ihm, mittels der Reso- 
nanzmethode nun die tatsächlichen DK.-Erniedrigungen zu be- 
stimmen, zu Werten geführt hat, die für KCl-Lösungen in 
leidlich befriedigender Übereinstimmung mit den von Skancke 
und Schreiner gefundenen stehen und ebenso stimmen seine 
für CuSO,-Lösungen erhaltenen mit den von Deubner ge- 
wonnenen überein. Wir sind, ebenso wie Hr. Rieckhoff, 
durchaus geneigt, die Ergebnisse der genannten Autoren für 
die besseren zu halten, da nach unserer Ansicht der Reso- 
nanzmethode für die Untersuchung einigermaßen leitender Sub- 
stanzen so bedeutende prinzipielle Mängel anhaften, daß man 

auch bei Beachtung aller Vorsichtsmaßregeln nur ziemlich rohe 


Es bleibt uns noch übrig, Stellung zu den Ergebnissen 
zu nehmen, die die Herren Walden, Ulich und Werner in 
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ihrer Erwiderung an uns zur Stiitzung ihrer Methode mitteilen. 
Eine besondere Beweiskraft schreiben die Herren folgendem 
Versuch zu. Ein und dieselbe KCl-Lésung wird in verschie- 
denen Flüssigkeitskondensatoren untersucht, wobei durch Di- 
mensionierung des Meßkondensators dafür gesorgt ist, daß die 
Gesamtkapazität des Systems konstant bleibt. Es werden also 
einer konstant gehaltenen Kapazität verschiedene Widerstände 
parallel geschaltet, die sich, auch nach Annahme der Herren 
umgekehrt verhalten wie die Kapazitäten der dabei verwendeten 
Flüssigkeitskondensatoren. Wenn nun, so schließen die Herren, 
das Einfüllen der KCl-Lésung in einen kleinen Flüssigkeits- 
kondensator J am MeBkondensator dieselbe Resonanzeinstellung 
erfordert wie das Einfüllen einer a-prozentigen wäßrigen Aceton- 
lösung in J, und wenn auch dasselbe gilt beim Einfüllen beider 
Lösungen in einen größeren Kondensator JZ, d.h. auch in 
diesem werde die Resonanzeinstellung für die KCl- und für 
die Acetongleichung die gleiche — natürlich eine andere als 
bei der Untersuchung in I — so, schreiben sie weiter, „scheint 
es uns, daß man die Unabhängigkeit des gewonnenen DK.- 
Wertes von der Leitfähigkeit der Lösung nicht eindrucksvoller 
und unwiderlegbarer dartun kann“. Da der Versuch in der 
Tat in dem hier besprochenen Sinne ausfällt, glauben die 
Herren dadurch die Unabhängigkeit ihrer DK.-Messungen von 
dem Leitvermögen der Lösungen dargetan zu haben. 

Wir können den Zwang dieser Schlußfolgerungen nicht 
anerkennen; wir sind im Gegenteil davon überzeugt, das beob- 
achtete Resultat von unserem Standpunkt aus ohne jegliche 
Änderung der DK. nur durch den Einfluß der Leitfähigkeit 
bedingt erwarten zu dürfen! Denn ebenso, wie es irrelevant 
ist, ob wir zu einer gegebenen Gesamtkapazität verschiedene 
Widerstände dadurch parallel schalten, daß wir in ein und 
denselben Kondensator Lösungen verschiedener Leitfähigkeit 
einfüllen oder ein und dieselbe Lösung in entsprechend ver- 
schiedene Teilkondensatoren, können wir die zugehörige Eichung 
für die „scheinbaren DK.-Änderungen“ ebensogut dadurch 
vornehmen, daß wir im ersten Falle entsprechend verschiedene 
Acetonlösungen in den gleichen Kondensator bringen und im 
zweiten die gleiche a-prozentige Acetonlösung in entsprechend 
verschiedene Kondensatoren. Denn je größer eben der Konden- 
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sator, um so größer auch die notwendige Verstellung am Meb- 
kondensator, um beim Einfüllen der Acetonlösung Resonanz- 
einstellung zu erhalten, um so kleiner auf der anderen Seite 
der Widerstand beim Einfüllen der KCl-Lésung und dem- 
entsprechend wieder um so größer die Verschiebung am Meb- 
kondensator. Wenn wir nur annehmen, daß die scheinbare 
DK.-Erniedrigung bei ein und demselben Flüssigkeitskonden- 
sator proportional der Konzentration ist, und damit natürlich 
bei verdünnten wäßrigen Lösungen auch dem Leitwert der 
Füllungen, so ergibt sich das Ergebnis von Walden, Ulich 
und Werner als zwangsläufige Folgerung unserer Ansicht, 
Wir dürften mit dem gleichen Recht wie die Herren umgekehrt 
daraus schließen, daß kein Einfluß der DK. vorhanden sein 
kann. 
In Wirklichkeit kommt dem Versuch keinerlei Beweis- 
kraft zu, weder für die eine noch für die andere Auffassung, 
denn er stellt im Grunde genommen nur eine andere Aus- 
filhrungsform der Eichung vor. Die Kardinalfrage, ob bei der 
Untersuchung leitender Lösungen eine Eichung der MeBanord- 
mung mit nichtleitenden Flüssigkeiten überhaupt statthaft ist, 
ur wird durch diese Umgestaltung des Eichverfahrens überhaupt 
berührt! 
Kr Mehr Beachtung darf ein anderer Versuch beanspruchen, 
. durch den die Herren darzulegen suchen, daß die Leitfähig- 
keit keinen merklichen Einfluß auf ihre DK.-Messungen aus- 
üben soll. Bei diesem war an Stelle des Flüssigkeitskonden- 
sators dem Meßkondensator ein Graphitstrich parallelgeschaltet. 
és En Anbringen des Striches erforderte allerdings schon eine 


"eluding aber diese Verschiebung blieb angenähert die gleiche, 
wenn der Widerstand des Striches von 1-10* auf 10? Ohm 
vergrößert wurde. Daß überhaupt eine Verschiebung statt- 
fand, erklären die Herren durch die nicht zu vernachlässigende 
a Kapazität des Striches; als beweisend für ihre Ansicht er- 
achten sie den Umstand, daß die Größe des Widerstandes 
“= keine merkliche Rolle spielte. 

ee Da der Graphitstrich nicht nur Widerstand, sondern auch 
Kapazität besitzen soll, wäre der Kondensator C (Flüssigkeits- + 
mit Widerstand W zu er- 
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setzen durch eine Leiterkombination, wie sie in Fig. 7 schema- =, 
tisch dargestellt ist, d. h. im Grenzfalle W= wo wäre Cum 
eine kleine Kapazität © = 2 vergrößert, während ohne Kapa- 
zität des Striches dem Kondensator C der Widerstand Wen r 
parallelgeschaltet wäre. n sei die Zahl der einzelnen Glieder. SER 
Der Operator der Kombination zei gegeben durch 

Q = 
V (P? + + 


Nun ist allerdings das vorliegende Zahlenmaterial der 
Herren Walden, Ulich und Werner für eine genauere ae 
Prüfung unzureichend. Die durch die Strichkapazität bedingte 
Verschiebung am Meßkondensator betrug etwa 0,5 Skalenteile; 2 
nimmt man an, daß es sich um den MeBkondensator’) handelte, — 
auf den sich die Tab. 3 der Abhandlung I bezieht, so findet | 
man, daß sie etwa 0,05 cm und somit rund 1 Proz. von C 
entsprach. Die Kapazitätsänderung, welche durch eine Wider- 
standsverkleinerung von 107 auf 10% Ohm zur Resonanzabstim- 
mung erfordert würde, ist, nach Gleichung (1) berechnet, wo 
kleiner, nämlich < 2 Promille. Zieht man jedoch eine Ein- 
wirkung von Störströmen in Betracht, wie wir dies vorstehend 
ausgeführt haben, so käme man dabei auf eine Kapazitäts- 


1) Auf Grund der angegebenen Einstellgenauigkeit und der Art 
der Bezifferung; weitere Anhaltspunkte fehlen. - 
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änderung von 2—3 Proz. Wesentlich ist, daß sich die beiden 
gegen wie eine Vergrößerung. Nun kann auf Grund der vor- 


worden ist. Vielmehr ist die Annahme ganz plausibel, daß 
mit der Widerstandsverkleinerung durch Auftragen von mehr 


Striches sein. Wir können daher der Ansicht der Herren 


Bedenken geäußert. Wir möchten jedoch hier nicht darauf 
eingehen, da es uns zurzeit noch an experimentellem Material 
dazu gebricht. Die von Pechhold verwandte Fürthsche 
Ellipsoidmethode weicht bekanntlich von der hier besprochenen 
vollkommen ab; eine Kritik der Ergebnisse erfordert daher 
eine besondere Nachprüfung. Wir hoffen, in einiger Zeit auch 
zu dieser Frage Stellung nehmen zu können. Dementsprechend 
verzichten wir auch darauf, das sonst vorliegende Material, 
welches, wie schon eingangs erwähnt, zum gleichen Teil auch 
unsere Messungen bestätigt, zu diskutieren. 

Wir möchten jedoch noch kurz darauf hinweisen, daß eine 
Beseitigung der hier besprochenen Diskrepanzen durch die 
Dispersion der DK., die schon früher herangezogen wurde und 
die nach der letzten Veröffentlichung der Herren Debye und 
Falkenhagen?) im Gebiete sehr verdünnter Lösungen bei 


1) H. Zahn, Physik. Ztschr. 28. 8. 916. 1927. 
2)P. Debye u H. Falkenhagen, Physik. Ztschr. 29. 
8. 121. 1928. 


Effekte entgegenwirken: eine Verkleinerung des Widerstandes 
wirkt am Meßkondensator wie eine Verkleinerung der DK. im 
Flüssigkeitskondensator, die Zusatzkapazität des Striches da- 


liegenden Messungen nicht behauptet werden, daß bei Ände- = 
rung des Widerstandes auch die Kapazität des Striches kon- 
stant geblieben wäre, da ja diese nicht gesondert bestimmt — 


Graphit die Kapazität des Striches zugenommen hätte; in = ; 
diesem Falle könnte die Resonanzeinstellung am MeBkonden- _ 
sator in weiten Grenzen unabhängig vom Widerstande des _ 


Walden, Ulich und Werner über die Beweiskraft ihres Ver- _ 
suches nicht beistimmen; von einer Wiederholung haben ir 
in Anbetracht der undefinierten Verhältnisse Abstand genommen. _— 

Eine „erfreuliche Bestätigung ihrer Resultate“ sehen die 
Herren Walden, Ulich und Werner schließlich in der Uber- _ 
einstimmung ihrer Ergebnisse mit denen von Pechhold. | 
Gegen diese hat der eine!) von uns schon an anderer Stelle 


Fi 
7% 
— | 
| 
| 
| 
at 
| 
‘ 
‘ 
] 
Er 
39: 1 
- 
] 
= 
2 
- 
] 
d ¥ 


Über Dielektrizitätskonstanten von Elektrolytlisungen 115 


genauen Messungen auch zu beachten sein wird, hier nicht in 
Frage kommt. Denn erstens handelt es sich hier ja um 
Material, das bei gleichen Frequenzen gewonnen ist. Zweitens 
aber ist die Wirkung der Dispersion an sich schon sehr gering; 
es würde sich darum handeln, daß die statisch gemessene DK. 
um einige Zehnteleinheiten höher als die mit Hochfrequenz 
gemessene wire. Um diesen Betrag müßten z. B. die Resul- 
tate von Pechhold höher sein als die von Walden, Ulich 
und Werner, wofür sich in dem vorliegenden Material keine 
Andeutungen finden. Allerdings beanspruchen auch die Pech- 
holdschen Messungen nicht die hierfür erforderliche Ge- 
nauigkeit. 

Ob sich nach der in Aussicht gestellten Vervollständigung 
der Debye-Falkenhagenschen Theorie durch Berücksichti- 
gung der kataphoretischen Wirkung die zwischen einzelnen 
Autoren noch bestehenden Widersprüche über die DK. von 
Elektrolytlösungen beheben lassen werden, muß voräufignch 
unentschieden bleiben. Jedenfalls aber glauben wir im vor- __ 
stehenden durch Rechnung und Beibringung experimentellen ; 
Materials gezeigt zu haben, daß die starken Erniedrigungen, _ 
welche die Herren Walden, Ulich und Werner im Gegen- __ 
satze zu uns bei Hochfrequenz gefunden haben, höchstwahr- 
scheinlich auf die Wirkung von Störungsursachen zurück- 
zuführen sind, die bei der Untersuchung nichtleitender Füsg- = 
keiten keine Rolle spielen und sich daher leicht der Wahr- 
nehmung entziehen, bei zunehmender Leitfähigkeit aber immer ~ 
stärker im Sinne einer Herabsetzung der DK. wirken. 


Kiel, Physikal. Institut d. Universität und S 
im Mai 1928. A 
(Eingegangen 21. Mai 1928) 


Nachtrag bei der Korrektur von H. Zahn Er 

Die Tatsache, daß die Herren Walden, Ulich und 
Werner statt der erzwungenen die Eigenschwingungen in 
ihrem System betrachtet haben, — vgl. S.690 der vorstehenden 
Abhandlung, — war uns früher!) entgangen. Das gleiche Ver- 


1) H. Hellmann u. H. Zahn, Physik. Ztschr. 27. 8. 636, 1926. 
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sehen findet sich auch in meiner ersten Abhandlung!) über 
die Dekrementsmethode, worauf mich Frl. A. Székely, Graz, 
durch einen Brief vom 12. Juni 1928 freundlichst hingewiesen 
hat. Demnach gelten die dort aufgestellten Beziehungen nicht 
für den betrachteten Fall der Erregung mit ungedämpften 
Schwingungen, sondern wären nur anzuwenden bei Anstoßen 
des Systems etwa durch einen Kreis mit Löschfunkenstrecke. 
Die in meiner Arbeit gezogene Folgerung über die Überlegen- 
heit des Dekrements über die Resonanzmethode wird dadurch 
nicht wesentlich berührt. Für praktische Anwendung kommen 
wohl nur Anordnungen mit nicht-quasistationären Verhält- 
nissen in Betracht, etwa der Art, wie sie von Hrn. Hellmann 
und mir in der zweiten Arbeit?) behandelt ist. Die dort 
aufgestellten Formeln sind aber für den Fall erzwungener 
Schwingungen abgeleitet und bedürfen keiner Korrektur. ? 


Kiel, den 27. Juni 1928. 


> ss 1) H. Zahn, Ann. d. Phys. 80. S. 182. 1926. 
ey: 2) H. Hellmann u. H. Zahn, Ann. d. Phys. 80. S. 191. 1926. 
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3. Experimentelle Untersuchungen 
zur W.Ritzschen Theorie der Transversal- 
schwingungen quadratischer Platten; 


von Alice Lemke a 


‘es Problem der Transversalschwingungen ebener elasti- 
scher Platten mit freiem Rande, das seit den Chladnischen 
Versuchen von Mathematikern und Physikern behandelt worden 
ist, erfordert die Integration der Differentialgleichung: 

unter gewissen Randbedingungen. Es bedeutet darin E den 
Younghschen Elastizitätsmodul, # die Poissonsche Elasti- 
zitätszahl, o die Dichte des Plattenmaterials, 2D die Dicke 
der Platte, w die Verrückung in der zur Plattenebene senk- 
rechten Richtung, die mit der Geschwindigkeit 9w/dt erfolgt. 
Die Gleichung gilt für quadratische Platten, wobei die Kanten- 
länge als Einheit eingeführt wurde. 

Nach. W. Ritz?) läßt sich das Problem auf ein Variations- 
problem zurückführen, das in Form einer Reihenentwicklung 
eine Lösung der Differentialgleichung mit theoretisch beliebigem 
Annäherungsgrad ergibt. Danach läßt sich die Durchbiegung w 
durch eine konvergente Reihenentwicklung nach an sich be- 
liebigen Funktionen eines Orthogonalsystems darstellen. Die 
Konvergenz der Reihe und damit der praktische Wert dieser 
Methode hängen im wesentlichen von der passenden Auswahl 
der Funktionen ab, wobei durch die Resultate des Experiments 
die Wahl der Funktionen erleichtert wird. Als geeignete 
Funktionen benutzt Ritz — nach Analogie der Platte zum 
elastischen Stabe — die Eigenfunktionen schwingender Stäbe. 


1) Rayleigh (16), 8.390 (8). Die eingeklammerten Zahlen be- 
ziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
2) Ritz (17) und (18). 
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Zur experimentellen Bestätigung seiner Methode griff 
W. Ritz auf die von Chladni beobachteten relativen Ton- 
höhen und die von Strehlke gemessenen Klangfiguren zurück.) 
Die von Chladni gemachten Angaben sind in mancher Be- 
ziehung unsicher. Offenbar bemüht, eine zahlentheoretische 
Gesetzmäßigkeit der Schwingungszahlen herauszufinden, über- 
sah Chladni die Abhängigkeit der relativen Tonhöhen vom 
Material der Platten und machte folglich auch keine Angaben 
darüber. Auch bleibt unsicher, ob die angegebenen Intervalle 
sich auf gleichschwebende Temperatur beziehen. Ritz nahm 
an, daß Chladni Glasplatten benutzt habe — was er übrigens 
auch als zweckmäßiger als Metallplatten bezeichnet — wählte 
also einen Mittelwert von verschiedenen, für die einzelnen 
Glassorten gefundenen u-Werten, für den er die Rechnung mit 
3—6 Gliedern in der Reihenentwicklung durchführte und fand 
für diesen willkürlich gewählten u-Wert seine Theorie hinläng- 
lich bestätigt. Dabei sind jedoch nicht Schwingungszahlen an- 
gegeben, sondern Tonhöhen in musikalischer Bezeichnung. Ein 
+-Zeichen bedeutet, daß der Ton etwas höher, ein —-Zeichen, 
daß der Ton etwas tiefer war. 

Die genauere Untersuchung erfordert außer der Bestimmung 
der absoluten Tonhöhen die Kenntnis der Elastizitätszahlen E 
und u der benutzten Platten. Ritz hat nun selbst bereits auf 
die Möglichkeit hingewiesen, diese Elastizitätszahlen durch 
genaue Beobachtung der Schwingungszahlen mehrerer passend 
gewählter Töne derselben Platte zu bestimmen.?2) Die Schwin- 
gungszahl n ist nämlich gegeben durch 


wobei ER A sämtliche Größen Konstanten der Platte sind, 
während A () eine für den betreffenden Ton charakteristische 
Funktion von u ist, die man nach dem Ritzschen Verfahren 
numerisch mit beliebiger Annäherung berechnen kann. 

big Das Verhältnis je zweier Schwingungszahlen einer Platte 2 


me ‘a st nur abhängig von den /: 


_ 
m= Vien) 


1) Ritz (18), S. 767, 768. 
2) Ritz (18), S. 772. 
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so daß man daraus die Poissonsche Elastizitätszahl u be- 
stimmen kann. Die Formel (2) gestattet bei absoluter Be- 
stimmung der Schwingungszahl auch die Berechnung des 


Elastizitätsmoduls E und durch die bekannte Beziehung _ ER 
E-2F 
(4) 


könnte man schließlich auch noch den Torsionsmodul F be- 
stimmen. 

Die Bestimmung der Elastizitätszahlen kreisförmiger Platten 
ist nach den von Kirchhoff berechneten Formeln von Hrn. 
Prof. Kalähne!) ausgeführt worden, wobei sich die Elastizitäts- 
zahl u mit 10 Proz. Genauigkeit ergab. 

Aufgabe der vorliegenden Untersuchung war 

1. die Prüfung des Ritzschen Verfahrens durch Messung 
der Tonhöhen und der Figurenform für möglichst viele Eigen- 
töne einer Platte und Vergleichung mit den Ergebnissen der 
Theorie, 

2. ein Versuch der Bestimmung der Elastizitätszahlen ge- 
gebener Platten aus den beobachteten Tonhöhen. 

§ 2. Numerische Durchführung des Ritzschen = hese 
Rechnungsverfahrens 

Es seien u,, und u, die Normalfunktionen schwingender 

Stabe?) 
Cof km COS km + COS km + Cof km 
VEof? km + €08* km 
Ein k,- sink, x + sink,-Sink.x 
VGSin? &, — sin? k, 


u(z) = für gerade m, 


u, (2) = 


fiir ungerade n, 


wobei die Stablänge =1 gesetzt wurde. k,, und k, sind die 
Wurzeln der Gleichungen 


| tgz+%grx=0 (Wurzeln 
tge— 0 (Wurzeln A)’ 
und haben folgende Werte®): 


(6) 


1) Kalähne (7). 
2) Kalähne (8), S. 239. 
3) Vgl. Kalähne (8), 8. 124. 


ia 
en. 
PR” 
. 
a 
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0 1 
2 2,36502 3 3,92660 
4 5,49780 5 7,06858 
6 8,63938 7 10,21017 
11,78096 9 13,35175 
10 14,92255 


Die Funktionen der Reihenentwicklung setzt man gleich 
den Produkten aus je zwei Normalfunktionen schwingender 
Stäbe, wobei man zu besserer Unterscheidung diese Funktionen 
für das Argument z mit u, für das Argument y mit v bezeichnet: 


(7) Ymn = Um (z) “Un (y) . 


Die Reihenentwicklung hat also für jeden einzelnen Ton 
die Form: 


w = Uy (2) + + (2)+ % + Ag, 
(8) + Aj, + (2) +0, (y) + Agg (y) 
+... 


wobei die Koeffizienten A,, usw. nach dem Ritzschen Ver- 
fahren durch eine Minimumsbedingung zu bestimmen sind. 
Diese erfordert die Auflösung der Gleichungen: 


0= (an + Ay 
-Aut.- +a” -4,+- 
0= +0 Ay 


Die «-Größen dieser haben folgende 


wobei die und y durch die Formel gegeben sind: 
(12) 


2 (dm “Un — 


Yan 


— o 
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(13) 7. = te = bat the’ (@ = 1) 


(m + n) 
Dagegen gilt für m =n: 
a) für gerade m: 
— km. (Co? km — 08? kun) 


2 km + COB* km COF? km km 


(14) Onm = Cof? kn + 08? km + Cof? km + cos? km 

ken? + (COf? km — km) 6 km COB? km: Cof? k,, + Ty km 
(15) Yam ™ + + cost km 

b) für ungerade n: 

— (Sin? kn + sin? k,) 2k, Sin? k, - sin? k, + Cotg 

_ ku2+(Sin® k + sin? k,) 6 k,, Sin? k, - sin? k, +» Cotg k, 

(17) ‘na Gin? k, — sin? k, + Sin? k, — sin*k, 


Die Zusammenstellung der numerisch berechneten w- und 
y-Werte bis zum Index 10 enthalten die Tab. 1 und 2. 


Die «-Größen sind linear abhängig von der Poissonschen 
Zahlu. Die Tab. 3 und 4 geben die für u = 0,36 berechneten 
a-GréBen, die Tab. 5 und 6 ihre Ableitungen nach u, so daß 
aus den in „ linearen Glgg. (10) und (11) die « für jedes u 
berechenbar. 

Man ist also in der Lage, aus den Tab.3—6 durch geeignete 
Interpolation für gegebene u-Werte die « und damit die Frequenz- 
parameter zu ermitteln, wodurch diese Zahlentabellen einen über 
diese spezielle Untersuchung hinausgehenden Wert haben. 

Die Berechnung der Gleichungssysteme wird dadurch er- 
leichtert, daß sich infolge von Symmetrieeigenschaften der 
Klangfiguren die Anzahl der Glieder verringert. Man unter- 
scheidet einfache und Doppeltöne. Gehören zu einem Ton zwei 
verschiedene, nicht zur Deckung zu bringende Klangfiguren, 
so bezeichnet man diesen Ton als einen Doppelton. Bei einem 
einfachen Ton, d.h. bei einem solchen, zu dem nur eine einzige 
Klangfigur gehört, ist w(— x, + y) dem absoluten Betrage 
nach gleich w (+ x, + y); denn wäre dieses nicht der Fall, so 
könnte man durch Vertauschung von — z mit + z eine andere, 
mit der ersten nicht zur Deckung zu bringende Figur kon- 
struieren, was der Annahme widerspricht. Es kann also für 
einfache Töne nur entweder w (— 2, + y) =— w(+ 2, y) oder 
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w(— 2, + y) =+ w (a, y) sein, die Lösung ist also entweder 
eine gerade oder eine ungerade Funktion. Da man fiir qua- 
dratische Platten beliebig x und y vertauschen kann, so können 
w (a, y) und w(y, x) sich ebenfalls nur durch das Vorzeichen 
unterscheiden; es können also die den einfachen Tönen ent- 
sprechenden Funktionen nur entweder symmetrisch oder anti- 
symmetrisch sein. 


Die Auflösung der Gleichgewichtssysteme nach dem von 
W. Ritz!) ausführlich beschriebenen Verfahren durch suk- 
zessive Korrektionen liefert Näherungswerte 7, für die Frequenz- 
parameter A und Näherungswerte für die Koeffizienten A der 
Reihenentwicklung. Da die Elastizitätszahlen der Platte zu be- 
stimmen waren, mußten die Parameter A, mit denen die Schwin- 
gungszahl durch (2) zusammenhängt, mit möglichster Genauig- 
keit als Funktionen von u berechnet werden. Das erfordert 
für jeden A-Wert die Auflösung eines Gleichungssystems (9) von 
s Gleichungen mit s Unbekannten. Die vorliegende Arbeit ging 
zunächst von dem von Ritz gewählten Werte u = 0,225 aus, 
wobei die Durchführung der Rechnung einige Differenzen mit 
den von Ritz berechneten Werten — offenbar infolge dort 
vorgekommener Rechenfehler — ergab. Bei der folgenden Zu- 
sammenstellung der Rechenergebnisse sind daher die von Ritz 
berechneten Werte zum Vergleich angegeben. Mit welcher 
Genauigkeit die A-Werte sich bei Entwicklung mit s Gliedern 
ergeben, läßt sich nicht ohne weiteres erkennen; auch läßt sich 
die mit s Gliedern entwickelte Reihe nicht einfach durch 
weitere Glieder ergänzen, vielmehr ändert sich bei Hinzunahme 
weiterer Glieder jedes vorhergehende Glied der Reihe. Es 
wurde deshalb die Reihenentwicklung für 6 tiefe Töne mit 
6 Gliedern, dann mit 15 Gliedern durchgeführt für verschiedene 
u-Werte, zunächst für u = 0,225. Da jedoch keine Glasplatten, 
sondern nur Metallplatten zur Verfügung standen, für welche 
a viel größer ist, mußten andere u-Werte für die Berechnung 
gewählt werden, wie aus der folgenden Zusammenstellung der 
Rechenergebnisse ersichtlich ist.?2) 


1) Ritz (18), 8. 763. 

2) Für die Erlaubnis zur Benutzung der Brunswiga-Rechenmaschine 

der Königsberger Sternwarte bin ich FR. Direktor Hrn. ee 
yllok zu Dank verpflichtet. 
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ER 
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+342,29 
+52,437 
— 78,689 
—55,28 

— 92,16 

+68,66 

+33,624 
— 73,836 
+58,201 
+131,92 
— 69,258 
+11,479 
+71,457 
+79,013 
—73,658 
—59,269 
—171,68 
+69,476 
— 56,581 
— 70,588 
— 84,190 
+71,70 


— 13,302 
+52,437 
+342,29 
—78,689 
—92,16 

—55,28 

+33,624 
+68,66 

—73,836 
+131,92 
+58,201 
+11,479 
— 69,258 
+79,013 
+71,457 
—73,658 
—171,68 
—59,269 
—56,581 
+69,476 
—84,190 
—70,588 
+75,86 

+71,70 

—72,813 


—309,75 


+13,302 
—55,283 
—92,163 
+114,54 
+2769,8 
+174,46 
— 158,85 
— 168,86 
—9,07 

— 94,18 
— 256,82 
+122,44 
+223,23 
— 137,11 
+177,13 
+151,8 
+ 100,34 
+339,18 
—123,70 
—277,60 
+132,08 
—345,18 
—140,48 
— 166,48 
+148,87 


+114,5 
+174,46 
+2769,8 
— 168,86 
—158,85 
—9,07 

— 256,82 
— 94,18 
+223,23 
+122,44 
+177,13 
—137,11 
+151,8 
+339,18 
+100,34 
—277,60 
—123,70 
—345,18 
+132,08 
— 166,48 


a-Werte (ungerade) 
pa Pa Pa Pq Pa Pa Pa 
| | * 18 | * 31 * 33 | "16 61 
| —13,302 | +15,36 +13,302 
—13,302 —78,689 —92,163 
—13,302 —78,689 | —55,283 
+15,36 +1520,1 
+13,302 +114,54 | 
+13,302 +114,54 
— 15,36 | —438,83 
—15,36 —438,83 
u +15,36 | +278,50 
— 13,302 | — 161,04 
| a | +15,36 +419,53 
| 
+15,36 | +419,53 
a 1-15886 | — 294,33 
—15,36 | —294,33 
| | 
+15,36 +304,43 
+13,302 +207,17 
+13,302 +207,17 
— 15,36 —379,46 
; 
+15,36 +303,91 
| +15,36 +303,91 
—15,36 309,75 
—15,36 | +75,80 140,48 
|| +15,36 | —72,813 +312,71 | +148,87 
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Tabelle 3 (Fortsetzung) 


a-Werte (ungerade) 


O35 ats a” an an 
on || —15,36 | —15,36 | +15,36 | —13,302 | —13,302 | +15,36 
a’? | +68,663 | +33,624 | —73,836 | +58,201 | +131,92 | —69,258 
a | 433,624 | +68,663 | —73,836 | +131,92 | +58,201 | +11,479 
a | 438,83 | —438,83 | +278,5 | —161,04 | —161,04 | +419,5 
a> || —158,85 | —168,86 | —9,07 | —94,180 | 256,82 | +122,44 
a, || —168,86 | —158,85 | —9,070 | —256,82 | —94,180 | +223,23 
a. | +-5570,6 | +335,26 | —1076,8 | +168,35 | +261,59 | —771,77 
a” | +385,26 | +5570,6 | —1076,8 | +261,59 | +168,35 | —407,89 
a” | —1076,8 | —1076,8 | +12801 | —232,21 | —232,21 | +535,25 
eo | +168,35 | +261,59 | —232,21 | +11385,5| +381,82 | —254,49 
a!) | +261,59 | +168,35 | —232,21 | +381,82 | +11385,5| —362,26 
e | —771,77 | —407,89 | +535,25 | —254,49 | —362,23 | +16586 
a 1 —407,89 | —771,77 | +535,25 | —362,23 | —254,49 | +531,66 
or | +478,44 | +975,40 | —1924,5 | —113,62 | +296,13 | —1971,0 
a> +975,40 | +478,44 | —1924,5 | +296,13 | —113,62 | — 627,43 
a | 518,77 | 513,77 | +813,98 | +482,04 +482,04 | +1728,1 
a) | —215,5 | —355,82 | +322,29 | —131,75 | —506,81 | +221,90 
| 355,82 | —215,5 | +322,29 | —506,81 | — 131,75 | +504,59 
a® 1 +788,94 | +474,28 | —618,82 | +175,99 | +462,86 | —1089,8 
a% | +474,28 | +788,94 | —618,82 | +462,86 | +175,99 | —650,63 
= | —505,22 | —815,28 | +1926,2 | —201,56 | —360,04 | +673,98 
a> | —815,28 | —505,22 | +1926,2 | —360,04 | —201,56 | +707,95 
er +532,29 | +-537,45 | —869,73 | +227,14 | —850,46 | — 729,89 
a +537,45 | +532,29 | —869,73 | —850,46 | 4227,14 | —1369,6 
a —548,34 | —548,34 | +916,12 | —252,73 | — 252,73 | +769,08 
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5 Tabelle 8 ( Fortsetzung) 
a-Werte (ungerade) 


| | om | | | aM | amt 
a)’ | 415,36 | —15,36 | —15,36 | +15,36 | +13,302 | +13,302 
eo | +11,479 | +71,457 | +79,013 | —73,658 | —59,269 | —171,68 
a”! || 69,258 | +79,013 | +71,457 | —73,658 | —171,68 | —59,269 
a =| +419,5 | —294,33 | —294,33 | +304,43 | +207,17 | +207,17 
al || +293,03 | —137,11 | +177,13 | +151,8 | +100,34 | +339,18 
a”) | +199,44 | +177,13 | —137,11 | +151,8 | +339,18 | +100,34 
a” | —407,89 | +478,44 | +975,41 | —513,77 | —215,52 | —355,82 
a”? | 771,77 | 4975,41 | +478,44 | —513,77 | —355,82 | —215,52 
a” | +535,25 | —1924,5 | —1924,5 | +813,98 | +322,29 | +322,29 
a)’ | 362,26 | —113,62 | +296,13 | +482,04 | —131,75 | —506,81 
a”) 1254,49 | +296,13 | —113,62 | +482,04 | —506,81 | —131,75 
a | +581,66 | —1971,0 | —627,43 | +1728,2 | +221,90 | +504,59 
a | 4.16586 | —627,43 | —1971,0 | +1728,2 | +504,59 | +221,90 
3 a” | —627,43 | +28555 | +870,83 | —3555 | —296,66 | —429,15 
a’ | —1971,0 | +870,83 | +28555 | —3555 | —429,15 | —296,66 
a” | +1728,1 | —3555,2 | —3555,2 | +51388 | +371,48 | +371,48 
al | +504,59 | —296,66 | —429,15 | +371,48 | +32618 | +674,44 
a | +221,90 | —429,15 | —296,66 | +371,48 | +674,44 | +32618 
> | —650,63 | +730,78 | +759,60 | —843,54 | —365,54 | 653,36 
= —1089,8 | +759,60 | +730,78 | —843,54 | —653,36 | — 365,54 
a” | +707,95 | —2729,9 | —983,43 | +1198,09] —280,04 | +536,01 
a +673,98 | —983,43 | —2729,9 | +1198,09| +536,01 | —280,04 
a —1369,6 | +1141,3 | +3515,5 | —5055,9 | +926,17 | —446,30 
at —729,89 | +3515,5 | +1141,3 | —5055,9 | —446,30 | +926,17 
—1226,5 —1572,3 
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Tabelle 3 (Fortsetzung) 


a-Werte (ungerade) 


um | -1586 | —15,36 | +15,36 | +15,36 | —15,36 | —15,36 | +15,36 
| +6948 | 56,58 | —70,588 | 84,19 | +71,70 | +75,86 | —72,813 
um | 36,68 | +6048 | 84,19 | —70,588 | +75,86 | +71,70 | —72,813 
a», | —379,46 | —379,46 | +303,91 | +303,91 | —309,75 | 309.75 | +.312.71 
| —123,69 | -277,6 | +132,08 | 345,18 | —140,48 | —166,48 | +148,87 
a” | —277,6 | —123,69 | —345,18 | +132,08 | —166,48 | —140,48 | +.148.87 
ay, | +788,94 | +474,28 | —505,22 | —815,28 | +532,29 | +.537,45 | —548,34 
a || +-474,28 | +788,94 | 815,28 | —505,22 | +537,45 | 532,20 | —548,34 
on | —618,82 | —618,82 | +1926,2 | +1926,2 | —869,73 | —s69,73 | +916.12 
|| +175,99 | +462,86 | —201,56 | 360,04 | +227,14 | —s50,46 | —252.72 
a!’ | +462,86 | +175,99 | —360,04 | —201,56 | —850,46 | +227,14 | _252,72 
a” || —1089,8 | —650,63 | +673,98 | +707,95 | —729,89 | —1369,6 | +.769,08 
u | 650,63 | —1089,8 | +707,95 | +673,98 | —1369,6 | —729,89 | 769,08 
a” | +730,78 | +759,60 | —2729,9 | —983,43 | +1141,2 | +3515,5 | —1296,5 
| +759,60 | +730,78 | —983,43 | —2729,9 | +3515,5 | +1141,2 | —1296,5 
943,54 | 843,54 | +1198,1 | +1198,1 | —5055,9 | —5055,9 | + 1596,6 
a | —365,54 | 653,36 | —280,04 | 4536,01 | +926,17 | —446,30 | —1572,3 
| 653,36 | —365,54 | +536,01 | —280,04 | —446,3 | +926,17 | —1572,3 
an, | +40995 | +824,08 | —3120,84| —889,34 | +2677,2 | +939,59 | —2041,9 
on | +824,08 | +40995 | 889,34! —3120,84| +939,59 | +2677,2 | —2041,9 
an —3120,8 | — 889,34 | +59259 | +1143,5 | —5662,8 | —1340,2 | +5555,9 
a. | —889,34 | —3120,8 | +1143,5 | +59259 | —1340,2 | _5662,8 | +5555,9 
a | +2677,2 | +939,59 | —5662,8 | —1340,2 | +91506 | +1653,5 | _8066,8 
a.” +-939,59 | +2677,2 | —1340,2 | —5662,8 | +1653,5 | + 91506 | _8066,8 
—2041,9 | —2041,9 +5555,9 


= 
ie 
~ 4a 
re 
| 
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a pq = 02] +31,285 | +7,775 | +5,1455 0 —18,395 | +0,7532 

| +7775 | +81,285 | +5455 | -18305| 0 | -ı2ım 
51455 | 45,1455 | +265,24 | +21,995 421,995 | —124,98 

u 0 —18,395 | +21,995 | +913,60 | +43,523 | +41,367 
u | —18,395 0 +21,995 | +43,523 | +913,60 | 52,00 | 
am, | +0,7532 | —12,174 | —124,98 | +41,367 | —52,039 | +1739 

| —12,174 | +0,7532 | —124,98 | —s2,039 | +41,367 | +-16249 

an, | —1,7820 | —1,782 | +104,38 | —97,872 | —97,872 | —40738 
= 0 +28,907 | —42,505 0 68,394 | +25,148 | 

a” | +28,907 0 —42,505 | —68,394 0 +100,57 

1 —0,2387 | +19,131 | +116,62 | +4,1242 | +81,777 | —290,90 

| +19,181 | —0,2387 | +116,62 | +81,777 | +4,1242 | —293,87 
+0,5648 | +2,8003 | —108,40 | _9,7578 | +153,80 | +235,15 | 

| +2,8003 | +0,5648 | —108,40 | +153,80 | — 9,7578 | +31986 

a” | —0,8875 | —0,8875 | +109,82 | +15,334 | +15,334 | 259,06 

ma 0 —39,419 | +63,393 0 +93,265 | 44,141 

u —39,419 0 +63,393 | 93,265 0 —149,99 

|| +0,10296 —26,088 | —104,17 | —2,0935 | —111,51 | +297,79 

— —26,088 | +0,10296 | —104,17 | —111,51 | —2,0935 | +283,87 

a —0,2436 | —3,8186 | +110,96 | +4,9533 | —209,73 | 2449 

ud —3,8186 | —0,2436 | +110,96 | —209,73 | +4,9533 | 2149 

a +0,3828 | +1,2102 | —110,67 | —7,7838 | —20,910 | +255,76 

= || +1,2102 | +0,3828 | —110,67 | —20,910 | —7,7838 | +264,73| 

a | —0,5220 | —0,5220 | +110,8 | +10,614 | +10,614 | —262,71 

wer 0 +49,931 | —84,366 0 —118,14 | +64,256 

100 || +49,931 0 


| 
En 
+0, 
+4] 
+1 
+17 
+1¢ 
+2 
~2§ 
+3] 
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a-Werte (gerade) 


pq 


—12,174 | —1,782 0 +28,908 | —0,2387 | +13,131 | +0,5648 _ 
40,7532 | —1,782 | +28,908 0 +13,131 | —0,2387 | +2,8003 
—124,98 | +104,38 | —42,505 | —42,505 | +116,62 | +116,62 | —108,4 
52,039 | —97,872 0 —68,394 | 44,1242 | +81,777 | —9,7578 
+41,367 | —97,872 | —68,394 0 +81,777 | +4,1242 | +153,80 _ 
+162,42 | —407,83 | +25,148 | +100,57 | —289,80 | —293,87 | +235,15 
+1739,3 | —407,83 | +100,57 | +25,148 | —293,87 | —289,80 | +319,85 
407,83 | +5060,9 | —59,50 | —59,50 | +292,59 | +292,59 | —1011,9 _ 
+100,57 | —59,50 | +5570,9 | +107,48 | +110,42 | —158,03 | —261,25 
+25,148 | —59,50 | +107,48 | +5570,9 | —158,03 | +110,42 | +98,52 
—223,87 | +292,59 | +110,42 | —158,03 | +7340,5 | +339,59 | —815,30 
—289,80 | +292,59 | —158,03 | +110,42 | +339,59 | +7340,5 | —366,36 — 
+319,85 | —1011,9 | —261,25 | +93,502 | —s15,3 | 366,35 4136725 
+235,15 | —1011,9 | +93,502 | —261,25 | —366,35 | —s15,3 | +571,57 RR 
~252,06 | +514,71 | +410,54 | +410,54 | +570,96 | +570,96 | —2007,6 
—149,99 | -+104,44 0 —146,56 | +29,577 | +235,70 | —69,979 _ 
—44,141 | +104,44 | —146,56 0 +235,70 | +29,577 | —164,12 j: 
+283,87 | —359,86 | +8,554 | +215,50 | —440,97 | —454,73 | +417,83 
+297,79 | —359,86 | +215,50 | +8,554 | —454,73 | —440,97 | +484,34 
-214,29 | +994,21 | —20,239 | —127,50 | +360,39 | +435,87 | —ı557,8 
—44,99 | +994,21 | —127,50 | 20,239 | +435,87 | +360,39 | —662,25 
+264,73 | —548,56 | +31,804 | 559,82 | 392,60 | —286,67 | +779,28 
+255,76 | —548,56 | —559,82 | +31,804 | —286,67 | —392,60 | +2012,9 
+574,36 | —43,369 | —43,369 | +418,12 | +418,12 | —838,19 


—152,03 
—152,03 


+185,64 


—47,370 


—313,68 


+112,08 


| 
t 
3 
) 
3 
2 
3 
8 
7 
0) 
7 
5 | 
| 
9 
9 
37 
| 
76 
73 
71 
56 +199,61 0 
61 | +64,256 +185,65 0 —313,68 | —47,370 | +23890 = 
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Tabelle 4 (Fortsetzung) 


427,74 


| am | am | | am | | gm 

pq = 02|| +2,8003 | —0,8875 0 —39,419 | +0,10296 | —26,088 

+0,5648 | —0,8875 | —39,419 0 —26,088 | +0,10296 

—108,4 | +109,82 | +63,393 | +63,393 | —104,17 | —104,17 

as || +153,80 | +15,334 0 +93,265 | —2,0935 | —111,51 

|| —9,7578 | +15,334 | +93,265 0 —111,51 | —2,0985 

a | +319,85 | —252,06 | —44,141 | —149,98 | +297,79 | +283,87 

aS? | +235,15 | —252,06 | —149,98 | —44,141 | +283,87 | +297,79 

at || —1011,9 | +514,71 | +104,44 | +104,44 | —359,86 | —359,86 

a” | 493,502 | +410,54 0 —146,56 | +8,554 | +215,50 

a || —261,25 | +410,54 | —146,56 0 +215,50 | +8,554 

a || 366,36 | +570,96 | +29,577 | +235,70 | —440,97 | —454,73 

a || —815,30 | +570,96 | +235,70 | +29,577 | —454,73 | —440,97 

a | +571,57 | —2097,6 | —69,979 | —164,12 | +417,83 | +484,34 

or |-+18672,5| —2097,6 | —164,12 | —69,979 | +484,34 | +417,8 

a | —2097,6 | +27221 | +109,97 | +109,97 | 506,89 | —506,89 

a 1164,12 | +109,97 | +19263 | +199,86 | +212,49 | —321,40 

|| 69,979 | +109,97 | +199,86 | +19263 | —321,40 | +212,49 
| +-484,34 | 506,89 | +212,49 | —321,40 | +22332,5 
{ a® || +417,83 | —506,89 | —321,40 | +212,49 | +625,99 
acs aS 662,25 | +836,13 | —502,75 | +223,80 | —1349,6 
ae aM | —1557,8 | +836,13 | +223,80 | —502,75 | —605,04 
+2012,9 | —3248,3 | +790,04 | —149,96 | +871,7 
Ee a | +779,28 | —3248,3 | —149,96 | +790,04 | +589,25 
a —838,19 | +1174,8 | —1077,3 | —1077,3 | —322,64 
„> | +238,00 — 176,12 0 — 253,15 | +34,38 

| +112,08 — 253,15 0 


| 1 
a 
—0,! 
+11 
+4,§ 
20 
2 
—21 
Ber ‘ 
“4 +36 
+ 
—15 
—66 
| 
+83 
> 5 
50 
+22 
—13 
—60 
+32 
+80 
- 35 
—95 
vag 
—81 
; 
>32 
| | 
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a-Werte (gerade) 


0,2436 | —3,8186 | +0,3828 | +1,2102 | —0,522 0 +49,931 

3,8186 | —0,2436 | +1,2102 | +0,3828 | —0,522 | +49,931 0 

+110,96 | +110,96 | —110,67 | —110,67 | +110,80 | —84,366 | —84,366 

+4,9533 | —209,73 | —7,7838 | —20,910 | +10,614 0 —118,14 

—209,73 | +4,9533 | —20,910 | —7,7838 | +10,614 | —118,14 0 

—244,99 | —214,29 | +255,76 | +264,73 | —262,77 | +64,256 | +199,61 

214,29 | —244,99 | +264,73 | +255,76 | —262,77 | +199,61 | +64,256 — 

+994,21 | +994,21 | —548,56 | —548,56 | +574,36 | —152,03 | —152,03 Ri Ko 

-20,239| —127,5 | +31,804 | —559,82 | 43,369 0 +185,64 

-127,5 | —20,239 | —559,82 | +31,804 | —43,369 | +185,64 | 0 m x 

+360,39 | +435,87 | —392,60 | —286,67 | +418,12 | —313,68 | —47,370 +2 

+435,87 | +360,39 | —286,67 | —392,60 | +418,12 | —47,370 | —313,68 2 ; 5 

-1557,8 | —662,25 | +779,28 | +2012,9 | —838,19 | +112,08 | +238,90 ees 

—662,25 | —1557,8 | +2012,9 | +779,28 | —838,19 | +238,90 | +112,08 sap ees 

+836,13 | +836,13 | —3248,3 | —3248,3 | +1174,8 | —176,12 | —176,12 a 

502,75 | +223,80 | +790,04 | —149,96 | —1077,3 0 

+223,80| —502,75 | —149,96 | +790,04 | —1077,3 | —253,15 Re 

—1349,6 | —605,04 | +871,7 | +589,25 | —322,66 | +3438 | +497,74 

—605,04 | —1349,6 | +589,25 | +871,7 —322,66 | +427,74 | +34,38 

+32850 | +801,75 | —3552,2 | —951,88 | +3359,2 | —81,341 | —325,78 

+801,75 | +32850 | —951,88 | —3552,2 | +3359,2 | —325,78 | —81,341 

~3662,2 | —951,88 | +53282 | +1231,6 | —5520,7 | +127,82 | +240,16 

~951,88 | —3552,2 | +1231,6 | +53282 | —5520,7 | +240,16 | +127,82 

+3359,2 | +3359,2 | —5520,7 | —5520,7 | +88952,7| —174,31 | —174,31 

—825,78 | +127,82 | +240,16 | —174,31 | +49586 | +320,66 ae 
—81,341 +320,66 


| 
| 

] 
3 

| 
9 
9 
4 
6 
| 
4 
3 


lle 5 (Fortsetzung) 


mn = 19 | mn 


—20,8 


+92,6 
—410,3 
—278,7 


Tabelle 5 Able 
| | mn =13 | mn = 31 | mn = 33 | mn = 15 | mn | mn 
—18 +20,8 | +20,8 —24 —20,8 | —208 
SR pq=13| +208 | —163,3 | +79,0 | +305,6 | +86,37 | —ı893 -i 
AS pq=31 | +208 | +79,0 —163,3 | +305,6 | —189,3 | +86,37 gi 
ae pq=33 | —24 +305,6 | +305,6 | —1219,3 | +41,0 +410 | + 
Be pq=15 | —20,8 | +86,37 | —189,3 | +41,0 —427,3 | +417,7 + 
pq=5l —20,8 —189,3 | +86,37 | +41,0 +417,7 —427,3 
WE pq=35| +24 —86,3 —430,8 | +9593 | +9283 | —192 | 
pq=53| +24 —430,8 | —86,3 | +959,3 | —192 +9283 | 
pq=55| —2%4 +71,97 | +71,97 | +3780 | —1394,5 | 1345| +: 
pq=17| +20,8 —90,93 | +300 +156,0 | +147,2 | —6467 —: 
ee pq=71 | +208 | +300 —90,93 | +156,0 | —646,7 | +147, | + 
pq=37| —24 +99,33 | +556,2 | —1127 —132 4343 
ts pq=73 | —24 +556,2 | +9,33 | —1127 +343 —132 + 
pg=57 | +24 —93,2 | —57,57 | +394,8 | +91,0 | +1962 — 
eer! pq=75 | +24 —57,57 | —93,2 | +3948 | +1862 | +910 | sof 
ean pqa=77| —24 +87,08 | +87,08 | —430,5 | —50,7 —50,7 + 
Set pq=19| —208 | +92,6 —410,3 | —278,7 | —156,7 | +8753 LP 
fee pq=9l —20,8 —410,3 +92,6 —278,7 +875,3 — 156,7 Br 
u pq=39| +24 —104,2 | —681,5 | +1282 +159 —493,3 oe 
Se pq=93 | +24 —681,5 | —104,2 | +1282 —493,3 | +159 + 
eve. pq=59 | —24 +101 +431,8 | —390,3 | —136 —2329 + 
as pq=95 | —24 +431,8 | +101 —390,3 | —2329 | —136 + 
Br pq=79 | +24 —97,83 | —81,0 | +4393 | +1128 | +9,67 “ef 
pqg=97 | +24 —81,0 —97,83 | +4393 | +9,67 1128 
are ?1=%9 | —24 +94,7 | +94,7 —455 | —89,3 -89,3 + 
Ta be | Able 
= 73 | = 57 | = 75 77 | - 
fe un | mn mn = mn = | mn = mn = 
| +24 +24 —24 | —208 | +2 
pq=13 | +5562 | —93,2 —57,57 | +87,08 4103 | -10 
pq =31 | +9,33 | —57,57 | —93,2 +87,08 +92,6 | 68) 
pq =33 | —1127 +394,8 | +394,8 | —430,5 —278,7 || | +1% 
ii pq=15 | +343 +91,0 +1862 —50,7 —156,7 | +875,3 +15 
pq=5l | —132 +1862 +91,0 —50,7 +875,3 —156,7 | —49; 
pq = 35 | +79,3 —632,7 —3284 +638,1 | —95,7 —691,3 | -ım 
| +1568 | —3284 632,7 | +638,1 | —691,3 | —95,7 | +82, 
= 55 | —475 +4353 | +4353 —1081 | +392 +392 | 487. 
17 | —713,3 | —2911 +350,7 | +3935 | +205,7 | —1341 | 
= 71 | +1888,7 | +350,7 | —2911 +3935 | —1341 | +2057 | +99: 
pq 87 | +201 +5314,7 | +322,3 | —6560 | —43,7 1104,7/ | +21 
73 | —5177 | +322,3 | +5314,7 | —6560 | +1104,7 | —43,7 |-50 
pg = 57 | +322,3 | —11110 | —923,2 | +8500 | —163,8 | —6889 | | 71: 
0... pqg=75 | +5314,7 | —923,2 | —11110 | +8500 | —688,9 | —1638 |E | —90, 
77 | —6560 +8500 +8500 —18697 | +371,7 | +371,7 | +54 
| +1104,7 | —163,8 | —688,9 | +371,7 | —1300 | +18073 | +31: 
Oh | —43,7 —688,9 —163,8 +371,7 | +1807,3 | —1300 |-15! 
= 39 | —508 —714 —90,7 +545,3 | +3187 | —15183 | 
= 93 | +2167 —90,7 —714 +545,3 | —1518,3 | +3187 +96: 
pg == 59 | —136,3 | +5983 +829,3 —1347 | —4980 +985,7 +87: 
| —872 +829,3 | +5983 —1347 | +958,7 | —4980 |-3% 
pq 79 | +7708 | —1508 —9817 +11660 | +6775 | —5793 | —10 
| +8815 | —1503 +11660 | —579,3 | +6775 3% 
ses Oe q=99 | —805,3 | +1575 | +1575 | —2103 | —8570 | —8570 | | +13 


| 
| 
| 


Ableitungen «’ (ungerade). 


—1249,7 


mn = 39 | mn = 93 | mn = 59 | mn = 95 
| +24 +m —24 
—104,2 —681,5 | +431,8 
—681,5 —104,2 | 
+1282 | +1282 
+159 —493,3 
—493,3 +159 
~1763 +82,7 | 
+82,7 —1763 
+371,3 | +371,3 
\-171,3 | + 
| +994 —171,3 
|+2167 | —508 | 
| 508 +2167 | 
~714 —90,7 | 
| -90,7 | 
| +545,3 +545,3 | 
+3187 —1518,3 
-1518,3 | +3187 
—8100 +965,7 | 
+965,7 —8100 
+8795,7 | —329,7 
329,7 | +8795,7 | 
—10950 —332 | 
—332 —10950 
+13050 | +13050 | 


Experimentelle Untersuchungen zur W. Ritzschen Theorie usw. 38° 
— 
5 # Ableitungen «’ (ungerade). 
1) mn = 35 mn = 53 mn = 55 | mn = 17 mn = 71 | mn = 37 S Be... 
| +4 | -2 +208 | +208 —24 
—430,8 —86,3 +71,97 +300 —90,93 +556,2 
+959,3 +959,3 +378,0 +156,0 +156,0 A” 
4+928,3 | —192 —1394,5 | +147,2 —646,7 
—192 +928,3 —1394,5 | —646,7 +147,2 
—2890 —220,3 +2702 —4,30 +435 
- 220,3 — 2890 +2702 +435 —4,30 +79,3 
| —4,30 +435 —173 —808,3 +993,7 +1888,7 Be. 
| +435 —4,30 —173 +993,7 —808,3 — 713,3 
+1568 +79,3 —475 +1888,7 — 713,3 
+79,3 +1568 —475 —713,3 +1888,7 | +201 al 
—632,7 | —3284 +4353 —2911 +350,7 
| 632,7 | +4353 +350,7 | —2911 322,3 
+638,1 | +638,1 —1081 +3935 +3935 —6560 
—95,7 —691,3 +392 +205,7 —1341 
—691,3 | —95,7 +392 —1341 +205,7 
—1763 +82,7 +371,3 —171,3 +994 
+82,7 —1763 +371,3 +994 —171,3 
| +687 +3835 —4980 +100,7 —528,3 —872 
+3835 +687 —4980 —528,3 +100,7 eS 
~722 —610,2 +1145 —29,3 —4958 — 
—610,2 | 729 +1145 —4958 — 29,3 +7762 
| +718 718 mum | —42,0 | 8053 
6) | 
1 | mn = 79 | mn = 97 |mn = 99 Ae 
—97,838 | -810 | +947 
+4393 | +4393 | 
+1128 | +9,67 —89,3 
+007 | +118 | 
— 722 —610,2 +718 
—610,2 | —722 
+1 | 41145 | 
| 
—4958 | -293 | 
+861,5 | +7762 | —805,3 
+7762 | +8615 | 
—1503 | —9817 | +1575 
+11660 | +11660 | 
+6775 | —579,3 | —8570 
579,3 | +6775 | —8570 Ree 
—10950 | —332 +13050 aed 
+14020 | +1260 | —16267 
+1260 | +14020 | —16967 
—27900 | —1946,7 | 
—1946,7 | —27900 | +1920 
+19211 | +19211 | —40966,7 


Tabelle 6 | 


+21,6 
+14,295 
0 


—51,11 
+2,092 
—33,82 
—4,951 
0 
+80,29 
—0,663 
+253,15 
+1,568 
+7,783 
—2,466 


0 
—109,53 
+0,286 
— 72,47 
—0,677 
— 10,612 


mn = 04 | mn = 40 | mn =4 


0 —51,11 +2,092 
—51,11 0 —33,82 
+61,0 | +610 | +260,7 

0 +120,9 +114,92 

0 


+114,92 | —144,57 | —10023| 
—144,57 | +114,92 | +163 


—271,9 —271,9 +1162,7 | 
0 —190,0 + 69,87 
—190,0 0 +279,17 


+11,457 | +227,18 | +537 
+227,18 | +11,457 | —1723 


— 27,10 +427,3 — 306,17 | 
+427,3 —27,10 —1486,7 
+42,58 +42,58 +292,7 
0 +259,1 — 122,62 
+259,1 0 — 416,77 
—5,817 — 309,93 | —598 


—309,93 | —5,817 +334,7 
+13,757 | —582,7 +305,3 
—582,7 +13,757 | +1801 
—21,6 —58,07 —344 
—58,07 —21,6 —266,3 
+29,5 +29,5 +334 
0 —328,03 | +1785 
—328,03 0 +554,3 


Tabelle 6 (Fortsetzung) 


mn = 80 | mn = 28 | mn = 82 


—5997 


—109,53 | +0,286 — 72,47 
0 —72,47 +0,286 
+176,08 | +345,07 | +345,07 
+259,1 —5,817 —309,8 
0 —309,93 | —5,817 
—416,77 | —598 +334,7 
—122,62 | +334,7 —598 


+290 +19,3 +193 | 
—407,3 | +23,77 | +598,7 
0 +598,7 | +23,77 


+654,7 +798,7 — 793,7 
+821,7 — 793,7 +798,7 
—455,7 — 286,3 +291 
—194,4 | +291 —286,3 
+305,3 +89,0 +89,0 
+555 +590,3 —893 
0 —893 +590,3 
—893 —3527 +1265 
+590,3 +1265 —3527 | 
+621,7 +4807 —617 
—1397 —617 +4807 
—416,7 —6431,7 | +126,7 
+2194,7 | +126,7 — 64311 


— 2993 +8037 +8037 
+95,3 +1188 


a’-W 
| mn = 02 | mn = 20 | mn 22 | mn - 
— = 
oa pq=02 | 0 +21,6 414,295 | er 
pq=20 0 +14,295 | 
pq=22 +14,295 | —287 
SS pq=04 —51,11 | +61,0 14 
pq=40 0 +61,0 
pq=42 +2,092 | +260,7 ine 
pq=44 —4,951 —144,3 979 
ia pq=06 | +80,29 | —118,1 169: 
pq=60 | 0 —118,1 717 
pq=26 | +253,15 | —305 
p q=62 | —0,663 | —305 
pq=46 +7,783 +148,7 _306 
ae pq=64 +1,568 | +148,7 Fo 
pq=66 —2,466 —160,1 46 
pq=08 | —109,53 | +176,08 = 
pq=80 0 +176,08 
pq=28 —72,47 | +345,07 
pq=82 +0,286 +345,07 
pq=48 —10,612 | —145,53 
>, pq=84 —0,677 | —145,53 
pq=68 +1,063 +3,363 +162 344 
Pe. pq=86 +3,363 | +1,063 | +162 1334 
pq=88 —1,45 —1,45 —165,7 1554 
ie pq= 0,10 0 | +138,7 | —234,4 178 
pq=10,0 | +138,7 0 —234,4 
a?! | mn — 64 | mn = 66 | mn — 08 | | = 
= pq=02 | +7,783 | | o | = 
pq=20 +1,568 | —2,466 | —109,53 
pq=22 +148,7 —160,17 | +176,08 413" 
pq=04 +427,3 +42,58 0 “589 
pq=40 | —27,10 | +4258 | +2591 305 
2 pq=24 —1486,7 | +292,7 | —122,62 1180 
pq=42 —306,17 | +292,7 | —416,77 “969 
a. +2257,3 | —688,3 +290 ~56 5 
 pq=06 | +259,8 | +1140,3 0 354 
—725,7 | +1140,3 | —407,: 
—24,7 | —3527,3 +821,7 4909 
+2676,7 | —3527,3 | +654,7 1339: 
—530,7 +5083,3 — 194,4 4410 
pg —6131,3 | +5083,3 | —455,7 87] 
+5083,3 | —11513 | +305,: 139% 
—455,7 | +305,3 0 109] 
7 — 194,4 +305,3 +555 4.4807 
| +89,0 | +590,3 “617 
Ve —286,3 | +89,0 —893 ~998: 
| 4-410 —871,7 | —1397 ~169. 
+3313,3 | —871,7 | +621,7 +9093 
68 | | +7427 | +2194,7 
+i —416,7 1073 
+ | —1553 — 2993 ı 
0,10| +664 —489,3 0 
— pq==10,0 | +284,7 | —489,3 | —703,3 0 88 +9, 


a'-Werte (gerade). 


Experimentelle Untersuchungen zur W. Ritzschen Theorie usw. 785 


! = Werte (gerade) 


mn = 42 | mn = 44 | mn = 06 mn = 60 | mn = 26 | mn = 62 mn = 46 

\-33,82 —4,951 0 +80,29 —0,663 +253,15 | +1,568 

+2,092 —4,951 +80,29 0 +253,15 | —0,663 +7,783 
—305 


m= 48 | mn = 84 | mn = 68 | mn = 86 | mn = 88 | mm = 0,10 | mn = 10,0 © 
-0677 | —10,612 | +1,063 | +3,363 | —1,45 0 +138,7 
-10612 | —0,677 | +3.363 | +1,063 | —145 | +138,7 0 
-145,53 | —145,53 | -+162 +162 —165,7 | —234,4 

+13,257 | 582,7 | —21,6 —58,07° | +29,5 0 

592,7 | +13,757 | —58.07 | —21,6 |’+205 | —328,03 

4305.3 | +1801 —266,3 +178,5 


| 
27,10 
| 11,457 227,18 497 3 a 
| 271,9 0 297,18 —306,17 
‘| 114,92 | —271,9 | +279,17 | +537 537 
JE 1162, — 165,3 ’ 4 — 725,7 
| “3142 | 1298.53 | +3067 | 725058 
| | —165'3 | +298,53 | | —9081,7 | Fans 
_~ | 06,7 | — 4473 | —2081,7 | —24, 
—146,7 | +306, +478 2 ee 
-1486,7 | +2257, | +2598 | —725,7 | —24, 3527.3 | +50833 
3 | +259, —3527,3 94.4 
—306,17 +2257, 1140.3 +1140,3 654.7 —194, 
d 4992.7 —688,3 + 0 —407,3 +82 ’ 821 7 —455, “Sia 2 
-122,62 | + 3,77 | +598,7 798,7 | +29 
4334.7 | +19,3 {508 7 | +23,77 209,17 +3313,3 
58 | +19,3 562 | —354,3 | —445, 
| 3543 | -562 | +2 
— 2621 — 354, +406,7 | + 
| 6.3 | +726,3 | | ig 
| 4315.83 | “1316 | —e71'3 | 
—422,17 —13l, 
5 422,17 | +315,83 
3 
ng) 
ER 
),93 78, 
17 >44 +334 —422,17 
17 305,3 266,3 = 3 —794,3 | —422,17 a. io 
—2621 | +7263 | +726, 5 | —120.47 0 
—2621 88.3 —1555, 0.47 +315,83 
| | 3543 5 | +88,3 871.3 
8,7 -354,3 +406,7 +4362 _349 —131,6 —871, 
7 | +209, 62 +406,7 284,7 | +664 
3,7 —445,7 | +43 +1064,7 | + imitate 
’ +209.17 9,7 —5997 664 + 
43133 | +410 | —1029,7 = 
1, +410 +3313,3 | — 7 | +7427 | — 
6,3 onl ” —871,7 +742 ‚7 — 2993 0 
2 -617 + 9023 +748,3 | 5 —905 ’ N 
527 | —162,3 | + +9023 | —1073 355,3 | +667,3 
7 3 | 9983.3 +748,3 | +13150 | +355, 355.3 
l -162,3 18247 —1393 +667,3 + 
807 +9023 +748,3 BE 1393 | —18247 | +13150 —_484 —484 
3 +9023 113150 | +13150 | —28380 0 +890,7 
10735 | —10735 | 3 | +667,3 | —484 +890,7 0 
037 -225,97 | —905 | 1.6673 | +355,3 | —484 


4 mit 6 Gliedern ber. 18,49 10,78 18 


12,43(n.Ritz) 


Normalfunktion: 


+ A 45 (ths U5 + Uy Vs) + Ags + - 
Koeffizienten der Reihe: 


u=0,225 u=0343 u=0, 


— 10,703 10, 


W = Uy Vy + (ty Vy + Vy) + Vy + Ay (ty U5 + 7 


360 „= 0,3% 


‚47 Fr 


445 9,987 


ttl 


= 0,225 =0,343 0,360 0,360 
+0,0378 | +0,0328 | +0,0325 +0,0320 | +0,0318 +0,0306 
—0,00435| —0,00541 | —0,0050 —0,00555 | —0,00514 | —0,00537 
—0,0034 | —0,00265 | —0,00257 | —0,00255 | —0,00246 | —0,002285 
+0,00118) +0,00139 | +0,00121 | +0,00141 | +0,001235 | +0,001276 
—0,00045| —0,000474| —0,000365 | —0,00048 | —0,000366 | —0,000370 
+0,000413 | +0,000382 | +0,000328 
—0,000431 —0,000440 | —0, 
+0,000148 +0,000149 | +0,000150 
—0,0000703 —0,0000701 | —0,000070 
— —0,0000767 — —0,0000638 | —0,0000413 
+0,000196 | +0,000201 | +0,0002086 
—0,0000720 | —0,0000727 | —0,0000733 
+0,0000382 +0,0000382 | +0,00003805 
—0,000023 —0,0000230 | —0,0000228 
II. Fre 
Frequenzparameter u=0,225 u=0,343 u=0,360 u=0,3% 
26,24 23,296 22,569 — 
4 mit 4 Gliedern ber. 26,40 (n. Ritz) j 
Normalfunktion: 
W = (tho Vz — Uz %) + Agy Vg — + Ax ("s — Up) 
+ Age (Up — th Uo) + (te — + 
Cg Koeffizienten der Reihe: 
| 0,225 5| u = 0,343 0,360 | p= 0,390 
a —0,131 0,0204 —0,02042 —0,02142 | —0,02146 —0,023312 
Au —0,0043 | —0,00643 | —0,006105 | —0,00675 | —0,00642 —0,006976 


Tobelle 
A 
a 

Ass +0,00207 +0,00217 | +0,00235 
+0,000098 +0,0001006 | +0,000105 

Aos —0,002042 | —0,00215 | —0,002337 
— | —o,000029 | — | —0,000975 | —0,001054 
Jar Ags —0,0000613 _ —0,0000631 | —0,0000658 
Ass | _ +0,0000080 +0,0000083 | +-0,0000087 
= Ayo _ | +0,001008 | — +0,00106 +0,001154 
£ 
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Tabelle 6a (Fortsetzung) 


II. 
Frequenzparameter u=0,225 u=0,343 u=0,360 u= 0,390 
35,90 37,93 38,22 — 
i ber. mit 6 Gliedern 35, 73 (n.Ritz) 
37,75 38,01 38,447 


Normalfunktion: w = (U, V2 + Us %) + Ags Ue Vg + (to + ty 
+ Agg (Us Uy + U2) + Au 
Koeffizienten der Reihe: 


| w= 0,225 | u=0,343 | 0,360 | u = 0,3% 
Ay | —0,0236 | —0,0447 | —0,0449 | 0,0484 |—0,0488 | —0,0563 
Ao, | +0,00132| +0,02011| +0,0202 | +0,02115|+0,0213 | +0,02324 
Ay | +0,0022 | +0,00384| +0,00363 | +0,00409 |+0,00385 | +0,00426 
Aq, | +0,00166| -+0,00282| +0,00252 | +0,00302 |-+0,00271 | --0,00306 
| — | —0,00503| —0,00505 | —0,00529 |—0,00531 | —0,00580 
— |—0,00194| —  |—0,00206 | —0,00229 
— |+0,00199| —  |+0,00209 | +0,00228 
— | —0,000822; —  |—0,000884| —0,000994 
— +0,000887 —  |+0,00105 | +0,001166 
— |—0,000976 — |—0,00103 | —0,001121 
— — | +0,000293; — +0,000316| +0,000353 
— | +0,000355} — !+0,000382| +0,0004303 
— — |—0,000138) — |--0,000146| —0,000163 
—  |-+0,000069) —  |+0,000073| +0,000081 
IV. 

Frequenzparameter „=0,225 u=0,343 u=0,360 u= 0,3% LJ 

275,58 249,32 245,41 — 

i. ber. mit 6 Gliedern 266 (n. Ritz) (| 

= 245,51 241,78 235,08 


Normalfunktion: w = Ag, (tp V2 + the Up) + + Ayı (thy % + %) 
+ (Uy Uy + Ug V2) +Agy Ug 
Koeffizienten der Reihe: 


| «= 0,225 | u=0,343 u= 0,360 

Ao, | +0,0118 | +0,02266 | +0,0228 | +0,0246 | +0,0248 

Ag, | —0,020 | —0,0288 | —0,0275 | —0,03005 | —0,02875 
Ay, | +0,0876 | +0,0730 | +0,0690 | +0,0709 | +0,06704 
Ay, | —0,0047 | —0,00951 | —0,00674 | —0,01015 | —0,007355 
+0,00529 ! +0,00540 | +0,00556 | +0,00568 
Ag, — —0,00971 —0,00921 
Ag — +0,00314 — | +0,00330 
Ag _ _ —0,00148 — | —0,00151 
— —0,00211 —0,00222 
Ay, _ — +0,00204 +0,00183 
Ay —0,00153 —0,00160 
Ass — — +0,00076 +0,000778 
Ass _ —0,000435 ose —0,000441 
— _ +0,001006 +0,00106 


ae 
) 4 
7 
| 
38 
4 
2 
0,390 
a 
- 
—0,00158 BER 
+-0,000808 
—0,000452 IR, 
nalen der Phys Folge. 86 48 2 a ER 
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Frequenzparameter y= 0,225 
322,47 
A ber. mit 3 Gliedern 316.1 (n.Ritz) 


„10 


291,95 


Normalfunktion: w = (%, v3 — ts v,) + Ay (u % — % %) 


#=0,343 u=0,360 u= 0,3% 
293,3 288,94 


287,34 


+ Ags (ths — Us Vs) + Ar — +. 


Koeffizienten der Reihe: 


u= 0,225 0,343 0,360 | 
A,, | +0,00024| —0,01394 | —0,01423 | —0,0160 | —0,01634 —0,02008 
Ay, | +0,00216) —0,005895| —0,00511 | —0,00707| —0,00623 —0,008235 
Ay +0,00643 +0,00709 +0,00826 
As +0,004255 — | +0,00470 | +0,005495 
As, +-0,00031 +0,000315 | +0,000322 
As — —0,00338 —0,00367 —0,00419 
—0,002713! — | —0,002934 | —0,00333 
459 -- —0,000232 —0,000236 | —0,000241 
Ay +0,000415| — | +0,0000421 | +0,000043 
VI. 
Frequenzparameter „=0,225 u=0,343 u=0,360 u= 0,3% 
379,09 377,62 377,16 
4 ber. mit 6 Gliedern 378 (n.Ritz) 
wi Bin wld 374,23 373,54 372,12 
Normalfunktion: w = + (u, V3 + % + 
+ (Uy V5 + Us Vy) + As + U3) +---- 
« 
ET Koeffizienten der Reihe: 
| u=0,225 0,343 | 0,390 
Ay, | —0,0746 | —0,06456| —0,0641 | —0,0631 | —0,0627 | —0,06035 
Ag: | +0,171 | +0,1295 | +0,1252 | +0,1227 | +0,1184 +0,10562 
45 | 40,0431 | +0,05066| +0,0489 | +0,0518 | +0,0500 | +0,05194 
ae Az, | —9, —0,00480| —0,00347 | —0,00419 | —0,00285 —0,00172 
Ass | +0,00546| +0,00814| +-0,00645 | +0,00856 | +0,00684 | +0,00755 
A —0,01286 ~~ —0,01321 —0,01384 
—9,00290 — —0,003052 | —0,00334 
— +0,00139 — +0,00146 +0,001575 
-— +0,00515 — +0,00531 +0,00560 
-- +0,00184 — +0,002046 | -+0,00242 


& T 
= 
Lie 
T: 
‘ 
| 
fe 
d 
a 
ei 
b 
k 
is 
Z 
Z 
0,001! 0.001 0.00 d 
Ani — — | —0,0007665 — —0,000798 | —0,000858 8 
— |+0,000448} — | +0,000466| -+0,000497 2 
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Tabelle 7. 


Tabelle der A-Funktionen und ihrer Ableitungen, numerisch berechnet 
mit 6 Gliedern der Reihenentwicklung 


) 


— 
2 7 h 
Normalfunktion i zwischen/#s und 
= = 
> > S [m und m 
1 U,V, +...) 12,49 | 10,73 10,47 — 14,9 | — 15,3 
2 (uw Ve — Ua %) +...) 26,24 | 23,296 | 22,869 | — 24,9 | — 25,1 
%) 35,90 | 37,93 | 38,22 | + 17.2 | + 17,1 
4 ty Vz +...| 275,6 |249,3 |245,41 | —223 | —230 
5 | +...| 322,5 |293,3 |288,94 | —248 | —256 
lu tur +...| 379,1 |377,6 |377,16 | — 12,5 | — 25,8 
Tabelle der }-Funktion und ihrer Ableitungen, numerisch berechnet mit 
15 Gliedern der Reihenentwicklung. 
‘ |e zwischen|s zwischen 
Normalfunktion I My und und u, 
x 
1 u,v, +...| 10,703 | 10,445| 9,987| — 15,18| — 15,27’ 
2 Vo — ty + ...| 23,115 | 22,669 | 21,872! — 26,24| — 26,57 
3 wor tu) + ...| 37,75 | 38,01 | 38,447 | + 15,29| + 14,57 
4 Uta +...| 245,51 | 241,78 |235,08 | —219,4 | —223,3 
5 | u,v; — 30, +...|291,95 | 287,34 | 279,06 | —271,2 | —276 
6 | u, vs + 30, +...| 374,23 | 373,54 | 372,12 | — 40,6 | —47,33 


Da eine graphische Darstellung der / („)-Funktionen einen 
fast geradlinigen Verlauf zeigt, kann man ohne großen Fehler 
die Steigung e der Kurven zwischen zwei benachbarten u-Werten 
als konstant betrachten und durch Kombination von 2 ge- 
eigneten Tönen durch lineare Interpolation ein u =p) +6u 
bestimmen. Aus allen 6 Tönen, für die die Berechnung der 
)-Kurven durchgeführt wurde, läßt sich dann durch Aus- 
gleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate eine weitere 


Korrektion für u bestimmen. 


Die Genauigkeit bei der Bestimmung der Elastizitätszahl 
ist indessen sehr gering. Der Einfluß der zu bestimmenden 
Zahl u ist nämlich so klein, daß er nur in den letzten Ziffern 
zur Geltung kommt; diese können aber infolge nicht genügen- 
der Konvergenz der Reihenentwicklung nicht genau genug be- 
stimmt werden, so daß sich bei der Berechnung der Elastizitäts- 


zahl nur eine Genauigkeit von etwa 10 Proz. ergibt. 


ay 
Rt 
0 
P 
4 
4/03 
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§ 3. Versuche 


Als Versuchsmaterial dienten zwei ee: Metall. 
platten von folgender Beschaffenheit: 


= 1. Aluminiumplatte. 
Länge der Quadratseite . . . 1 = 198,4 mm (+ 0,03 mm) 
Dicke der Platte ...... 2D= 1,97,, (40,01 ,,) 


2. Messingplatte. 
Länge der Quadratseite . . . = 240,0 mm (+ 0,05 mm) 
Dicke der Platte ...... 2D= 3,89, (+ 0,045 ,, ) 


Anstrich 
* stell 


Messingplatte. Fig, A 
Normalfunktion: 


W = Uy Vy + % 9, — 0,0563 u, 9, + 0,0232 (u, 0, + Uy %) 

0,00426 0, + %,%,) + 0,00806 v, — 0,0058 (249 0, + 
0,00229 (u, », + — 0,00099 (u, + Ug + 0,000853 Ue % 
+ 0,00228 (u, + %) + 0,00117 (u, 2, + tg 
+ 0,00048 (u,v, + u, — 0,000168 (u, + % + 


€ 
| 
IE 


trich- 
elle 


Up Vy + Uy Vy — 0,0488 - ©, + 0,0213 (u, + 
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Die Versuche wurden schon im Jahre 1924 ausgeführt, zu 
einer Zeit, als die Beschaffung neuen Versuchsmaterials mit 
großen Schwierigkeiten verbunden war. 

Zur Erzeugung der Klangfiguren wurden die Platten an 
Punkten der Knotenlinien auf zugespitzte Korke gelegt, 


Aluminiumplatte Fig. A 
Normalfunktion: 


+ 0,0039 (u, v, + 0,) + 0,00271 u, +2, — 0,00581 + 
— 0,00206 (%, 2, + te 05) + 0,00209 (up 0, + %) 

— 0,00088 (t4, 0, + ty + 0,00105 (u, + 0%) 

— 0,00108 (24, + tio %) + 0,000 816 %, + 2, + 0,00038 (u, v, + 4, 9,) 


seitlicher Verschiebung durch Korkspitzen gehindert, welche den 
Rand an Schnittpunkten mit Knotenlinien berührten, und mit 
einem Cellobogen angestrichen. Die erhaltenen Sandfiguren 
wurden auf gummiertes schwarzes Glanzpapier abgedriickt und 
mittels Kohlepapier auf Pauspapier übertragen, welches dann 
auf die theoretisch berechneten Knotenlinienkurven zum Ver- 
leich aufgelegt wurde (vgl. weiter oben Fig. A und B). 

Die Schwingungszahlen wurden größtenteils mit einem 


Für die Bestimmung der Elastizitätszahl u reichte die Ge- 
_ nauigkeit der mit dem Monochord bestimmten Schwingungs- 
zahlen nicht aus. Die zur Berechnung gebrauchten 6 Töne 


H 
of 
f 
° 
ö 
* 
N 


Messingplatte. Fig. B 

Normalfunktion : 
w= + 0,008 u, 7, — 0,0493 (u, 0, + 4; + Uy — 0,0564 (u, + %) 

+ 0,0809 (4, 7, + %, — 0,0068 v, + 0,0102 (u, ©, + v,) 

— 0,016 (u, 07 + % 95) + 0,0045 (u, 9%, + %r 25) — 0,0027 u, v, 

— 0,004 (u, 0, + %?,) 
jeder Platte (Nr. I-VI der Tabellen auf 8. 748, die in den 
Schlußtabellen $. 744 und 746 mit * gekennzeichnet sind), 
wurden deshalb auf etwa 1 Promille mittels geeichter Klang- 


stäbehen durch Schwebungsmethode bestimmt.') Die so ge- 
1) In der Techn. Hochschule in Danzig, wo Hr. Prof. Kalähne 


sein Tonometer zur Bestimmung der Schwingungszahlen freundlichst zur 
Verfügung stellte. 


.... Monochord bestimmt als Mittelwert mehrerer Beobachtungen 
(Genauigkeit 1 Proz.). 
r 
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messenen Tonhöhen und die zur interpolatorischen Bestimmung 
von u notwendigen Daten sind in der folgenden Tabelle zu- 
sammengestellt. 


für Messing f. Aluminium 


1 10,445 | 9,987 — 15,27 | 146,93 175,5 

2| 22.669 21.872 — 26,57 |214,48 + 0,05/235,8 

3| 38,01 38,447 + 14.57 | 296,85 + 0,01/315,13 

4| 241,78 235,08 293.3 ie 773.93 + 0,04 
5| 287.34 279.06 276 780,88 -+ 0,6 |841,44 

6| 373,54 372,12 — 47,33 |906,7 +1 |961,66 + 0,5 


Aluminiumplatte. Fig. B 


Normalfunktion: 
w= + 0,008 u, v, — 0,0493 (u, + %, + + Us %) 
+ 0,0809 (u, 9, + — 0,0068 u, v, + 0,0102 (u, + % 
7 — 0,016 9; + % + 0,0045 (u, + 05) — 0,0027 u, 0; 
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In äh Tabellen 8. 744—746 sind die wait EINEN 
u-Werten berechneten Schwingungszahlen mit den beobachteten 
zusammengestellt. Die Bestimmung der Elastizitätszahl « aus 
Schwingungszahlen ist nur innerhalb sehr weiter Grenzen 
möglich. Aus der Tabelle 7 (8. 739) erkennt man, daß 
besonders bei den höheren Tönen die Konvergenz der Reihen- 
entwicklung nicht ausreicht, um die 3. Dezimale der A-Werte 
mit Genauigkeit zu bestimmen, wodurch natürlich der Einfluß 
von u auf den betreffenden A-Wert illusorisch wird. Je höher 
der Ton ist, um so schlechter konvergiert die Reihe. Die aus 
dem Verhältnis je zweier Schwingungszahlen berechneten 
u-Werte differieren infolgedessen erheblich voneinander. Da 
sich nicht erkennen läßt, welche Töne zur Bestimmung von u 
am geeignetsten sind, wurde aus allen 6 Tönen (I—VI) durch 
Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate ein 
u-Wert bestimmt. Es ergab sich u = 0,865; E = 7147 kg/mm? © 
für die Aluminiumplatte und u = 0,404; E = 7212 kg/mm? für 
die Messingplatte. Die Berechnung der Schwingungszahlen 
zeigt beim Tone III eine entschieden systematische Abweichung 
bei beiden Platten. Bei Auslassung von III ergibt der Wert 


u = 0,365 für die Aluminiumplatte ein Minimum des relativen Er 


Fehlerquadrates, u = 0,404 für die Messingplatte. Bei größeren 


u-Werten wird die Abweichung des Tones III (wie aus dn 


Tabellen ersichtlich ist) beträchtlich kleiner, dafür ergeben sich _ 
bei VI größere Differenzen. Außer den Tönen I—VI ist die Be- | 
rechnung der A-Werte noch für die Töne (4) und (18) mit 
größerer Genauigkeit, (4) mit 16 Gliedern, (13) mit 10 Gliedern 
in der Reihenentwicklung durchgeführt worden; (4) liefert be- 
friedigende Übereinstimmung, (18) zeigt schon größere Ab- 
weichung, da hier die Konvergenz der Reihe erheblich schlechter 
wird. Für noch höhere Töne wird die Konvergenz immer 
schlechter, so daß eine genügende Genauigkeit der Rechnung 
praktisch nicht mehr erreichbar ist. 

Die Berechnung der Knotenlinien wurde für 2 Fälle durch- 
geführt. Im einen Falle — Normalfunktion u,v, +... (13 der 
Tabelle 8. 745 und 746) — zeigt sich für beide Platten sehr 
gute Übereinstimmung der berechneten mit den beobachteten 
Knotenlinien. Im zweiten Falle — Normalfunktion w = u, v, + 
Ug +... (III der Tabelle) — zeigt die beobachtete Figur 
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Tabelle 11 
= 02 | 0,21 04 | 0,46 0,5 
(x) | +-0,70711] +0,70711 | +0,70711| +0,70711 | +0,70711| +0,70711 
ty (x) | +0,75907| +0,73582 | +0,72325| +0,38469 | +0,24266| +0,14029 
(x) | +0,55789| +0,46360 | -+0,41444! —0,56131 | —0,78152| —0,87840 
| +0,01509] —0,157156| —0,24186| —0,95502 | —0,67963| —0,39206 
(2) | —0,52247| —0,70707 | —0,78518| +-0,000602] +0,65061) +0,92581 
—0,89805| —0,98764 | —1,0000 | +-0,95096 | +0,83557| +0,38224 
Tabelle 11 (Fortsetzung) 

z | .06 | 065 | 0,68 0,8 | 0,82 
(x) | +0,70711 | +0,70711 | +0,70711 | +0,70711 | +0,70711 
u,(x)| —0,13823 | —0,28725 | —0,37911 | —0,75968 | —0,8245 
u,(z)| —0,90910 | —0,80480 | —0,70516 | —0,07351 | +0,06011 
(x) | +0,43163 | +0,75086 | +0,87318 | +0,68346 | +0,54666 
u,(x)| +0,71348 | +0,20652 | —0,14012 | —0,93296 | —0,88746 
tro(x)}| —0,89286 | —0,96632 | —0,75603 | +0,77334 | +0,89782 
Tabelle 11 (Fortsetzung) 

z | 03 0,4 05 | 06 | 0,65 | 0,67 

tty (x) | +0,36743| +0,4899 | +0,61238| +0,73486| +0,79609| +0,82058 
us (x) | +0,88128| +0,93625| --0,82693| +-0,56166| +-0,37805| +0,296415 
u; (x) | +0,85245] +0,31917| —0,36204| —0,84941| —0,93343| —0,9312 
(x) | +0,07766| —0,81065| —0,92814| —0,16754| +0,32628| +0,50484 
u, (x) | —0,76043| —0,80886| -+0,38354) +0,99104| +0,68541| -+0,45231 
Tabelle 11 (Fortsetzung) 

z 0,7 0,71 0,72 | 0,725 0,74 | 0,75 

u, (z)| +0,85733| +0,86958 | +0,88182 | +-0,88795 | +0,90632 | -+0,91857 


u; (x)| +-0,16589| +0,120815| +0,074379| +0,051149| —0,020372] —0,06917 


u, (x)| —0,88859| —0,86242 | —0,83190 | —0,81501 | —0,75582 | —0,71079 
u, (x)| +0,72765| +0,7860 | +0,83609 | +0,85704 | +0,90636 | +0,93019 
uy (x)| +0,09063| —0,04022 | —0,17089 | —0,23451 | —0,43836 | —0,53106 
Tabelle 11 (Fortsetzung) 

0,76 | 0,78 | 08 0,82 | 0,86 | 0,88 
+0,93081 | +0,95530 | +0,97981 | +1,00430 | +1,0533 | +1,07778 
—0,118196| —0,21882 | —0,3216 | —0,42648 | —0,64096 | —0,74996 
—0,6605 | —0,54668 | —0,41577 | —0,26984 | +0,06008 | ++ 0,23998 
+0,93465 | +0,91922 | +0,85929 | +0,75605 | +0,43117 | +0,21812 
—0,6326 | —0,79831 | —0,90209 | —0,93491 | —0,77461 | — 0,58652 
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bei der Aluminiumplatte eine eigentiimliche Unsymmetrie, die 
je nach der Lage der Anstreichstelle wechselt, und die wohl auf 
die relativ stirkere Belastung der leichten Aluminiumplatte 
durch den Bogen zurückzuführen ist. Bei der Messingplatte ist 
die Verzerrung unmerklich. 

Die zur Berechnung der Knotenlinien gebrauchten u-Funk- 
tionen enthält Tab. 11. Die Reihenentwicklung für w ist unter 
den ausgemessenen Figuren angegeben. Die Nullstellen von w 
sind mit Hilfe der Tab. 11 durch Ausprobieren und nach ge- 
nügender Einengung durch Interpolation bestimmt, Die so be- 
rechneten Punkte sind durch kleine Kreise gekennzeichnet. Die 
punktierten Kurven sind genaue Kopien der Pauspapierabdrücke 
von den fixierten Klangfiguren. 

Legt man den Koordinatenanfangspunkt in den Mittel- 
punkt der Platte und bezeichnet die halbe Länge der Quadrat- 
seite mit 1, so erhält man folgende Wertepaare: 


Fig. A. 


Bei Fig. B sind außerdem die Koordinatenachsen selbst Knoten- 
linien. 

Die Übereinstimmung der Kurvenform mit der Theorie ist 
wohl als befriedigend zu bezeichnen mit Ausnahme 


1. der obenerwähnten Verzerrung, ia 
2. der hyperbolischen Ausweichungen an den Stellen, wo ee i 


5 


nach der Theorie zwei Knotenlinien sich schneiden. fe 2 
Ritz versuchte die hyperbolischen Abweichungen dadurch in 


zu erklären, daß zur „Überwindung der Reibung die Schwingungs- 
amplitude ein gewisses Minimum überschreiten muß, der Sand 
also innerhalb eines von den Hyperbeln begrenzten Gebietes in 
indifferentem Gleichgewicht bleibt.‘‘!) Die Beobachtung zeigt, 
daß die Ausbildung der Hyperbeln stets in bestimmten Qua- 
dranten erfolgt, deren Lage bei Wiederholung stets dieselbe 
bezüglich der Anstrichstelle ist, also mit dieser sich ändert. 


& 


35 


mt 
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Fiir die Anregung zu dieser Arbeit danke ich Hrn. Prof. 
Kaufmann, Königsberg i. Pr., sowie Hrn. Prof. Kalähne, 
Danzig, für die Erlaubnis zur Benutzung des Tonometers. 


Königsbergi.Pr.,den 15. Mai 1928, I. Physikal. Institut. 
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Einleitung 
Ziel der Arbeit 


Zur mathematischen Behandlung spezieller Probleme der 
Brownschen Molekularbewegung ist es zweckmäßig, ihren 
komplizierten Mechanismus durch einen ihm äquivalenten, 
wesentlich einfacheren zu ersetzen. Smoluchowski gelangt 
nämlich auf Grund seiner Untersuchungen zu dem Resultat‘): 
„Derselbe kommt nach Analogie mit einem Glücksspiel zu- 
stande, indem das Teilchen vollständig unregelmäßig gerichtete, 
annähernd geradlinige Wegstücke in großer Anzahl zurück- 
legt und die schließliche Verschiebung die geometrische Re- 
sultante derselben bildet.“ So wollen wir auch in der vor- 
liegenden Arbeit mit Smoluchowski die Annahme machen, 
daß ein Teilchen in der Elementarzeit + einen Elementar- 
schritt A von konstanter Größe macht. Die Richtungen der 


1) M. v. Smoluchowski, Ann. d. Phys. 21. 8. 756. 1906; „Vor- 
träge über die kinetische Theorie der Materie und der Elektrizität“. 
8.101. Leipzig und Berlin 1914. 
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einzelnen Schritte sind vollkommen unabhängig voneinander, 
d.h. alle Richtungen im Raume sind gleich wahrscheinlich. 

Dieselbe Annahme kommt bereits bei einem von Ein- 
stein?) behandelten Probleme zur Geltung, auf das wir ein- 
leitend in § 1 noch einmal kurz eingehen wollen. Dabei zeigt 
sich, daß das Resultat bei dieser Frage wie bei einigen an- 
deren später zu behandelnden nur von dem Quotienten 4?/r, 
aber nicht von A und r einzeln abhängt. 

Unsere Hauptaufgabe soll es aber sein, die Wahrscheinlich- 
keit der Verweilzeit von Teilchen in einem bestimmt umgrenzten 
Raumgebiet und daraus die mittlere Verweilzeit zu berechnen 
und die Rotationsbewegung linearer Teilchen zu studieren, weil 
sie die Erklärung für gewisse Funkelerscheinungen gibt, die 
an ultramikroskopischen Teilchen beobachtet worden sind. 


Die Translationsbewegung 
81. Das mittlere Verschiebungsquadrat 
= Einstein hat sich die Frage gestellt, wie groß die Wahr- 
Br: a: _ scheinlichkeit ist, daB ein Teilchen, welches zur Zeit ¢ = 0 an 
der Stelle z= 0, y= 0, z=0 liegt, zur Zeit ¢ eine bestimmte 
g=Koordinate hat. 


cy, 


Ld 


(ap 


Wir wollen das analoge Problem für drei Koordinaten 


gee entwickeln, d.h. wir suchen die Wahrscheinlichkeit 

dafür, daß ein Teilchen, welches zur Zeit t= 0 an der Stelle 
pe z=y=z=O0 liegt, sich zur Zeit ¢ zwischen z und z + dr, 
ee y und y+ dy, z und z + dz befindet. 


Dann ist 
fe +&, y+m z+2, t— 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Teilchen zur Zeit ¢—r 
im Volumenelement dv bei z+£, y+n, z+ gelegen hat, 
wo 77+ = 4? ist, und auf Grund der Elementar- 
regeln über Zusammensetzung voneinander unabhängiger Wahr- 
scheinlichkeiten gilt dann 


fleyz) = [fa+&, y+n,2+&, 2-7) 


3 


1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17. 8.549. 1905. 


rs 3 
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wo dw das Element des körperlichen Winkels ist, dessen 
Spitze in x, y, z liegt. Entwickelt man nach dem Taylorschen 
Satz und berücksichtigt, daß 


= [nao = = 0; 


Sendo = [ntdo= [t$do=0; 


do= 


ist, so erhält man mes Br 


Gleichung (2 ist zu integrieren unter folgenden Neben- 
bedingungen: 


Die Lösung ist +): 


1 8 
4 dydz = 
(4) fdzdydz Geyer)” 

Soll die Wahrscheinlichkeit nur fiir die Projektion der Ver- 
schiebungen in einer Koordinatenrichtung berechnet werden, 
so müssen wir über dy dz integrieren und erhalten 


4 +o +» a? 
4 pl)dı= dz [ Sraya - 


d.i. das Einsteinsche Resultat.?) 


1) Vgl. Riemann-Weber, Die partiellen Differentialglei- 
chungen der mathematischen Physik, II. Bd. (8), § 50. Braunschweig 1901. 
2) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17. S. 538, 1905. 


Annalen der Physik. IV, Folge. 86, 


3 
= 
x 
f=-(——) 
und somit 2a 4 
Br 
Ber; 
SER 
Fu 

Wen: 
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Das Quadrat des mittleren Abstandes vom Nullpunkt er- 


wodurch bewiesen ist, daß 7?/t, wie wir vorher erwähnten, in 
der Tat invariant ist. 

Eine Statistik über mittlere Verschiebungsquadrate er- 
laubt also, wie bekannt, A?/r zu bestimmen. Diese Statistik 
2% 5 bezieht sich auf die in vorgeschriebenen Zeiten zurückgelegten 

Wege. Die im folgenden behandelten Probleme beschäftigen 
sich dagegen mit den Zeiten, in denen vorher gegebene Wege 
durchlaufen werden. 


§ 2. Die Differentialgleichung, die für Probleme der Verweilzeit 
benötigt wird, nebst Grenz- und Anfangsbedingungen 
Jetzt soll die mittlere Zeit berechnet werden, die ein 

Teilchen in einem Raume mit gegebener Oberfläche bleibt. 
Zur Zeit 0 liege das Teilchen an der Stelle z, y, z. 

Wir suchen die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das Teilchen 

irgendwann bis zur Zeit ¢ an den Rand des Gebietes kommt, 


und nennen sie w(ryz?). 

ee Zur Zeit r liegt das Teilchen an der Stelle 

wo 

og ist. Das Element des körperlichen Winkels, dessen Spitze in 
2, 9, z liegt, sei dw. 


Nach dem Satz der Zusammensetzung von Wahrschein- 
lichkeiten ist 
do 
w(z,y, z,t)= f w(e+é, 


Entwickelt man nach Taylor und berücksichtigt die Glei- 
chungen (1), so erhält man 


dw 6? w 


Bei der Integration müssen folgende Grenz- und anit 
ner werden: 


gibt 
=2 2 2 
fr fdv = 6a't, 
| 
| 
| 
| 
( 
f 
( 
L 
Ke 
1 
( 
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_ Pp (z, y, 2) nicht auf der Oberfläche o liegt, wird 
fir:=-0 w=0. 

ai alle Punkte p, die auf o u, ' wird w at m 
alle Zeiten bis zur Zeit £. 

Machen wir die Substitution: 


so erhalten wir ER 


und die Anfangs- und Grenzbedingungen sind dann i 
(I) fir ¢ = 0: = 1 im Innern 


alle Zeiten: u=0 auf. 


Wir sind so auf ein bekanntes Problem der Warmeleitung, 
oder besser, der Diffusion gekommen. 


83. Die Nochverweilzeit 

Unter der mittleren ,Nochverweilzeit“ eines Teilchens 
wollen wir die mittlere Zeit verstehen, die verstreicht, bis 
ein Teilchen, welches zur Zeit 0 im Punkte p(zyz) liegt, 
aus dem Gebiet heraustritt, also den Mittelwert aller ¢. 

Da w(t + dt) — w(t) = ae —— dt die Wahrscheinlichkeit ist, 
daß das Teilchen zwischen t+ dt auf die Oberfläche 
kommt, so wird die mittlere Nochverweilzeit fiir den be- 
stimmten Punkt xyz 


(8) I (x, y, 2) - 


Die mittlere Nochverweilzeit für irgendeinen Punkt des be- 
trachteten Raumes ist 
I, y, x) 
9) 
S dudy dx 

Wir können die Mittelungen über Zeit und Raum auch in 
umgekehrter Reihenfolge vornehmen und erhalten für die Wahr- 
scheinlichkeit, daß irgendein Teilchen des betrachteten Raums 
bis zur Zeit ¢ an den Rand kommt, 


u=l—w, 
ä 
ay 
3 
« 
Ree 


Von der Nochverweilzeit unterscheiden. wir die mittlere 


Verweilzeit, d. i. die mittlere Zeit vom Eintritt eines Teilchens 
in das betrachtete Gebiet bis zum darauffolgenden Austritt 
aus demselben. Diese soll jetzt berechnet werden. 

€ und z mögen die äußere und innere Normale der Ober- 
fläche o des betrachteten Gebietes sein, vgl. Fig. 1. 


7 
t+ 
2 
3 
Fig. 1 Fig. 2 FR 


Es kommen nur die Teilchen in Betracht, die mit dem 
Elementarschritt A durch die Oberfläche in das Innere des 
Gebiets gelangen. 

Geht ein Teilchen von einem Orte mit der Koordinate & 
aus, und zwar unter einem Winkel :* gegen die Normale, und 
gelangt es mit dem Elementarschritt 2 zu einem Orte mit der 
Koordinate x, so gilt die Beziehung 


(12) r+E=Acos? = 
wenn wir 

= 
setzen. 


Die Wahrscheinlichkeit, daß ein Teilchen RER ersten 
Elementarschritt durch die Einheit der Oberfläche hindurch 
an eine Stelle mit der Koordinate zwischen x und r+dr 
heiße (z Dieses Teilchen kann nach (12) von 


Dann bestimmt si 
2 
uss 2 
en 4 
ae 
a 
ae 
i A Ny 
As 
- 
3% 
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allen Punkten der £ 7-Ebene stammen, die zwischen den unter- 


An-$=z; 

(13) 
An— $=r+ dx 


liegen. Sie sind durch die Fig. 2 dargestellt. co We tir 
Da nun die Wahrscheinlichkeit, daß ein Teilchen s seinen > 

Ausgangspunkt zwischen £ und §+d€ hat und seine Aus- — 

gangsrichtung zwischen # und ++ dd, proportional 


désindd = didn 


ist, so gilt 
(14) pede 


wo 4 eine Konstante ist und die Integration in der & 7-Ebene 
sich auf den Streifen zwischen den Geraden (13) erstreckt, der 
einerseits durch den kleinsten Wert von &, nämlich £ = 0, 
andererseits durch den größtmöglichen Wert von £, nämlich 
&=2— z begrenzt wird; denn nur die Teilchen können nach 
z gelangen, die nicht weiter als A— x von der Oberfläche 
ihren Ausgangspunkt haben, da sie ja mit dem Elementar- 
schritt A nach x gelangen sollen. Wir haben also über das 
in Fig. 2 schraffierte Stück des Streifens zu integrieren, d.h. 
über ein Parallelogramm der Grundfläche dzjh und der 
Höhe A— x. Wir erhalten also aus (14) 


Da wir nur Teilchen betrachten, die mit einem Elementar- 
schritt A wirklich in unser Gebiet eintreten, und da alle ein- 
tretenden Teilchen notwendigerweise mit dem ersten Elementar- 
schritt zu Punkten z zwischen 0 und A gelangen müssen, 
so ist 


Hieraus bestimmt s sich b ‚und es ist 


- 
5 
- 
m x 
28 
2 
id 
(16) =1. 
also 
ch 
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Da nun g(z)dz die Wahrscheinlichkeit dafür ist, daß ein 
Teilchen mit dem ersten Schritt an den Ort zwischen z und 
z + dx gelangt, und 7’ [vgl. Formel (8)] die Nochverweilzeit 
für ein Teilchen, das an der Stelle x liegt, bedeutet, so ist 


(18) = [Tp@)dz 


die Verweilzeit. Hier ist allerdings die Zeit vernachlässigt, 
die das Teilchen braucht, um von der Oberfläche zum Punkte z 
zu kommen, d.h. eine Größe der Größenordnung tr. Da P’ 


aber, wie wir sehen werden, von der Größenordnung t ist, 


wo c die Lineardimension des betrachteten Gebiets bedeutet, 
und da immer c> A ist, so ist diese Vernachlässigung be- 
rechtigt. 

x ist, um es zu wiederholen, die innere Normalenrichtung 
der Oberfläche o. Da I im allgemeinen von allen 3 Raum- 
koordinaten abhängt, so ist P’ noch Funktion der Koordi- 
naten der Oberfläche, durch die das Teilchen hindurchgetreten 
ist, und a 


(18) 


würde die Verweilzeit für ein beliebiges Teilchen bedeuten. 
Ist J’ nur Funktion von z, so hat P’ = P für alle Punkte der 
Oberfläche denselben Wert. 

Nachdem wir gesehen haben, wie die Nochverweilzeit und 
die Verweilzeit allgemein berechnet werden, sollen diese Größen 
für besondere Begrenzungen des Raums ermittelt werden. 


§ 5. Die Begrenzung des Raumes durch eine Ebene 
Das betrachtete Gebiet sei der unendliche Halbraum, der 
durch die Ebene z = 0 begrenzt wird. 
chung (7) lautet 


u=0 fir r=0, 


758 
4 
| 
= 
#3 
du _ 
Ru 
Anfangs- und Grenzbedingungen sind folgende: 
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Dazu kommt in diesem besonderen Falle noch die Bedingung 
fir das Unendliche, daB fiir alle endlichen Werte von ¢ 
(II) u=1 firr=+0o0, 
weil die Wahrscheinlichkeit » = 1— u, daß ein unendlich 
weit von der Oberfläche entferntes Teilchen in endlicher Zeit 
an die Oberfläche gelangt, Null ist. 

Folgende Lösung der Differentialgleichung befriedigt die 
Bedingun 


Also ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 


Zu demselben Resultat wären wir ER wenn wir die 
Aufgabe nach Analogie eines Spielerproblems, das Bertrand 
behandelt hat"), gelöst hätten. Diese Art der Lösung, die ae 
auf einer geistreichen Ableitung von André basiert?), hat — 
aber den Nachteil, daß sie nicht verallgemeinerungsfähig ist. 
Die Nochverweil- und Verweilzeit können bei diesem Problem 
nicht bestimmt werden, da beide unendlich groß sind. 


a § 6. Früher behandelte Probleme : 
“a Für verschiedene Raumbegrenzungen sind von Smolu- 
chowski®) und Buchwald‘) die Nochverweil- und Verweilzeit 
— sie nennen sie etwas anders — schon früher bestimmt 

worden. 
a) Zwei parallele Ebenen 
Buchwald findet bei Begrenzung des Raums durch zwei — 
parallele Ebenen, die den Abstand c voneinander haben 


rel. (10)] 


1) Vgl. J. Bertrand, Calcul des probabilités 98. S. 122. Paris 1889. 
2) Vgl. J. Bertrand, a. a. O. 8. 18. 

s:$) M. v. Smoluchowski, Wiener Sitzungsber. 124. S. 339. 1915, 
pa 4) E. Buchwald, Ann. d. Phys. 66. S. 1. 1921. 


on 
. 
. 
| 
- 
l 
- 
- 
r 
d 
r 
+ 


also beträgt die mittlere Nochverweilzeit nach (11) a td 


oo co 
oW 8c? 1 

Da die Reihe für W(¢) für kleine ¢ schlecht konvergiert, so 
behandeln wir sie in der folgenden Weise. 

Es ist 

(2m+1)2 7? 
ow 8a? —a*| —-—_—_—_ | t 


m=0 
Udit ist also die Wahrscheinlichkeit, daß ein Teilchen zwischen 
t und ¢-+ dt an die Oberfläche gelangt. 


und = ei® 


), 


Mit Hilfe der Transformationsformel ') 


erhalten wir 


1 , , 
Foy (0, -<) 


q =e datt 


bedeutet. 
Wir haben also die für kleine ¢ schnell konvergente Ent- 


wicklung 

2a 
4 . 1) Vgl. z.B. H. Weber, Elliptische Funktionen $. 77. sieeteil 


Braunschweig 1891. 


3 
# 
7a 
= 
Be Setzen wir 
> (0, @) — 2 + + .. 
4 
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Kin Unterschied besteht aber zwischen Buchwalds so- 
- genannter durchschnittlicher Austrittserwartungszeit und meiner 
Verweilzeit, obgleich die Definition für beide die gleiche ist. 
Darauf soll am Schluß dieses Kapitels noch einmal ein- 
gegangen werden; ebenfalls findet dort eine Auseinander- 
setzung mit Smoluchowski in bezug auf seine Verweil- 
zeit statt. 
Jetzt wollen wir bei dem vorher erwähnten Problem die 
mittlere Verweilzeit auf die in § 4 besprochene Art be 
stimmen. 
Die Nochverweilzeit eines Teilchens in ihrer Abhängigkeit 
von den Raumkoordinaten lautet nach (8): 


udt 


da tu für oo verschwindet. 
: Es ist also 


Dieser Aunivesk läßt sich in endlicher Form darstellen. 


Entwickeln wir z/c in die Reihe 


2 
n 


Entwickeln wir ferner a= in die Reihe 


n=1 


78 
ER 
a 
are 
‚so erhalten wir für die LER 


ty So ergibt sich schlieBlich aus (24) und (25) fiir 


e 


x 3 8 = 1 
so daß aus (23) und (26) is Nis 
Q) Id 


Die mittlere Verweilzeit beträgt nach (17) und (18) 


Auch beim unendlichen Zylinder findet Buchwald 
be a Pr t 1 


@) 


und als mittlere Nochverweilzeit nach (11) 


a? a? 
wo die p, die Wurzeln der Besselschen Funktion J, (z) = 0 sind. 
Die Nochverweilzeit in ihrer Abhängigkeit vom Radius 


lautet nach (8) 


(29) = 40% = 0,1246. 


3 


so finden wir fiir die 
a — 1). 
| 
Er 
(2m - 
sin — 
Ist A<c, so gilt genähert 
b) Der unendliche Zylinder | 
= 
x 
Dov 
‘a 
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Auch hier läßt sich dieser Ausdruck in endlicher Form 
darstellen. 
Es ist 


, r 2 r 
Entwickeln wir ferner r?/o? in die Reihe 


so erhalten wir fir 


1 
[5% 
J? (p,) 


Durch partielle Integration und Beachtung derselben Be- 
ziehungen wie bei der Bestimmung der A, in (30’) folgt daraus 


2(p,? — 4 


und wir bekommen fir 


2 — 
I () = 
ist. 
folgt nach (18) 


a 

0 


Die mittlere Verweilzeit beträgt also, da wir A gegen 4¢ ver- ‚= 


ag 

r? 

In Gleiche jetzt die mittlere Verwei 
n leichung (17) bed erweilzeit. og 
edeutet z = o-r 

nach ($1) 

x 


‘ e) Die Kugel 


Beim Problem der Begrenzung des Raums durch eine 
Kugelfläche ergibt sich nach Smoluchowski 


wat | 1 


Die ARE als Funktion von r bestimmt sich ond 
(8) zu 
iy 
(84) 
Um diesen Ausdruck wieder in endlicher Form darzustellen, 
benutzen wir einerseits 


1= 


Andererseits entwickeln wir r?/o? in die Reihe 


und finden 


Durch partielle Integration und Benutzung derselben Be- 
ziehungen wie vorher bei der Bestimmung der D, in (34’) be- 
kommen wir 

(- 17 26 — tm) 


so dB 


ist. 


3 
— nach (11) | 
: a? n* a = 
> 
| 
| 
r 
r? 
= 1 m 19 (- 1)" 
ir erhalten also 


wird, und finden nach (18) 
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3 
= 


Um die mittlere Verweilzeit nach (17) und (18) zu er- — 
mitteln, haben wir r = 0—x zu setzen, so daß Lilac A 


— 2? 


d.h, mit von A gegen 4e 


2 


§ 7. Das Parallelepiped 


Ein Teilchen liege zur Zeit ¢=0 in einem 
durch zwei Paar parallele Ebenen begrenzt wird, die den Ab- 
stand @ bzw. 8 haben. Die Differentialgleichung lautet nach (7) 


Ou (5 


dat 
Die Gleichung ist unter folgenden ee zu inte- 
grieren: 


fir t=0 
» «©=0 undfir y=0 
” y=P. 


Die allgemeine Lösung, die sn und (IIT) genügt, ist 


n? 


(37) + [2 sin ™ goin 


m=1l 


Die Koeffizienten 4,, müssen so bestimmt werden, daß (I) 
befriedigt wird. “= 1 wird dazu in eine Fourierreihe ent- 
wickelt. 


. 

(I) u= 1 
(II) u=0 

its 
ne 
= 

aß 


1 @n+1)n 
y 


Mitteln wir über den zn so oe wir nach (10): 


m=0 n=0 


Sr dt = (2% +1)*(2m +1)? 
0 m=0 n=0 Bi 


(39) FO, 


Die folgende Tabelle gibt F (f) = 9 - als Funktion von 


&, und Fig. 3 stellt den Verlauf dieser Funktion dar. 


Die mittlere Nochverweilzeit ist nach (11) 


2 
t = 
0 0,08333 
0,04 0,07295 
0,25 0,05726 
1 0,03549 
4 0,01429 
0 


Die Nochverweilzeit eines Teilchens in ihrer Abhängig- 
keit von den Raumkoordinaten lautet nach (8) 


ER > > e | 
(38) m=0 n=0 
& 
x W t ati [f dx dy 
: 4 
Ber; 
| 
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(40) m=0 n=0 (2m+1)(2n 


sin 2 + + x sin y. 


halten 


1 
I(z,y)= [2m +1) 
a? 


Wir brauchen diese einmal in der Nähe von x = 


(2 


16x 


Oo G2 04 0 1 


Dann ist nach (17) und (18) 


“>> 
um ety (2n + 


m=0 n=0 + 


P, ändert sich also mit y. 


von y= 0. 
Wir erhalten 


16y 
a* am: + 1)? (2m + 


m=0 n=0 


2n+1 
(2n ty 


Zweitens brauchen wir die Nochverweilzeit in der Nähe eee 


a 


Saves 
| und er- 
T(z) 
sl ——— 
3 
% 
I 
(y 


Hieraus folgt nach (17) und (18) 4 


164 


m=0 n=O 


P, ist also von z 
Setzen wir und =, so erhalten ir 


m=0 n=0 
1648 N . (2m+1)n 
sin 


Die Nochverweilzeit ist bei diesem Problem von Koordinaten 
abhängig, P’ ist also noch Funktion des Orts auf 7m Rande. 
Es folgt also nach (18’) er 


82108 1 2 
Batnt (5) 


m=0 n=0 


a 3 


m=0 n=0 (2n +1? +(2m+1)?-— 


Vertauschen wir in der letzten Gleichung m Es n, 80 er- 
gibt sich 


P,dı = 
J 2 Ba! nt am 1 


Wir erhalten somit für die mittlere BR 
_ 1 


- 
Br; y 
1 
4 ae 
un 
2 
PER 
de > J P, dy + [Ps dz 
f?, dy= 
0 
x 
A. 
— 


T- 


und 
1 
tee +9 ) (2m +1)? +(2n + 
Durch fand ich, daß 
+ F(4)| 


m und n, so erhält man 


wo 
Fo 22 1) ) em + 1) (2m + 


für alle £ den a Wert 0,1667 hat. Hr. Prof. Szegö z 
machte mich darauf aufmerksam, daß sich das folgendermaßen 


nachweisen läßt. Vertauscht man in der Gleichung für r(+ a 


Es ist dann 


(2m + (an + 1%: 


Es ergibt sich also aus (41) 


(41a) P= = 91667 


§ 8. Der endliche Zylinder 


Hat der Zylinder die endliche Höhe %, so ist das Problem 
außer von r noch von z abhängig, und die Differential- 
gleichung (7) lautet: 
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4 

| 
aS 

. 

@ 
(2m +1)? 2 + 1)? 
(2m + 1)? 64 ’ 
m=0 
was mit meinem induktiv gefundenen Resultat übereinstimmt. — ee 
a 

4 

— = u” | —- — |. 

_ Ot | or? r Or + | 

Annalen der Physik. IV. Folge. 86. 50 


Die Grenz- und Anfangsbedingungen sind 


(I) 


u=1 firt=0,r<e 


= 0 fir r= 

w«=0 firz=4+2- 

Wir setzen ‘eine partikulare Lösung in der Form 
u=TRZ 


an und haben die Gleichung 


T dt dr? r dr 
Daraus folgt 


ata? 
T =—e-4 


DB: aus der Gleichung 


bekommen wir 


wo die p, wieder die Wurzeln von J,(p,) = 0 sind. 
Es ergibt sich ferner 


= cos |/ a? — 


F 32 Z = cos]/ «? — = 


80 daß die Lösung wird 


(42) u= > No, 


n=0 v=1 


Die C,, bestimmen sich nach (I) durch die Zug 


+22]. J, (r, =) cos 


(2n +1) 


4 cos 
@ h 


"2 
2 
we. Z dx R 
+8 
eit 
: 
| 
Teh, 
WM 
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Wir erhalten 
Cue = Bn + 
und haben also endgültig 
mt), 


(43) n=0 v=1 
r (2n +1) (— 1)" 


Qardrdx 
f for 
0 -h/2 
@ @ 


(2n+1)*a* 


+ 


ll 
| 
iM 
& 
~ 
rc) 


n=0 v=1 


Bringt man A? wieder unter die Summenzeichen und läßt 
es dann unendlich groß u. so erhält man 


_ 320° 


n=0 v= 
in Übereinstimmung mit (20), wie das ja auch sein muß. 
Bringt man andererseits in (44) o? unter die Summen- — 
zeichen und läßt es dann unendlich groß werden, so muß man 
auf das Problem der Begrenzung durch zwei Ebenen ‚kommen. 
erhalt 


1 
1 


an 
e 
n + 1)? 
ee 
er 
2 
6 


Es handelt sich also um die Auswertung der u 


4 
> Dazu verfahren wir folgendermaßen. ‘lad 


v=1 


Durch numerische Rechnung ergibt sich 


also bleibt noch der Rest +3 3 abzuschätzen. Dazu ge- 
v=12 
brauche ich folgende Annäherung für große v: p, = vn — 0,7820. 
Somit ist 
1 1s 1 
— 
‚1820 . 
wenn a = —— t. 


Und da » erstens schon ziemlich groB und zweitens 
Av=1 für zwei aufeinanderfolgende Glieder der Reihe ist, 
darf schreiben 
12 


v=12 


@ = 0,241905 = 0,0806. 


wird anstatt des genauen Wertes 0,08333, wie aus (20) folgt. 
Wir können diese Reihe auch mit Hilfe der Gamma- 

funktionen abschätzen. 


n+0 


Daraus folgt durch Differentiation nach z 


= 
1-e 


| 
4 
- 
er o daß 
| 
% | 
4 
dy. 
4 


ne 
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Hen ist die logarithmische Ableitung der Gammafeaktica 


daz 


wo C = 1n1,781070 (Eulersche Konstante) ist. 
Daraus folgt für die zweite Ableitung 


0 


1-e 


Das ist dasselbe, was wir oben für >< 7 a ini 
n=0 


ist 


@ 


re). 


(e+ 1)=¥(e)+—, 


Daraus finden wir 

(2) = W (ex +1)4+—> 
Fir 


ergibt sich 


x = 0,7511. 
Hierfür ist 


(x + 1) = 0,7634.) 
Setzen wir n’ = »v, so haben wir 


= +1) + = 2,5859. 


1) Vgl. Jahnke-Emde, Funktionentafeln $. 31. Leipzig u. 
Berlin 1923. 


m 
1:3 
= 
Igt. 
na- 
7 
ly: 
2: 


= 2,4073. 

= 01286. 


ist also 


1 
=> = 0,013032. 


Wir erhalten also 
> ar = 0254182, 
Py 


82h? n* 
O= a? 


Mit der erhielten wir 


dem genauen 


also mit © = 0,08471- 


Wert, den wir bei dem Problem der zwei Ebenen errechneten 
näher; -dort hatten wir nämlich # 


0 


gefunden. 
Wir kommen zur numerischen Auswertung von (44). 
Wir setzen einerseits 


(45) FQ, 


wo und 


(p,n)’(2n + 1)* (an + 1)°¢ 


n=0 v=1 
ist, andrerseits 


Die numerische Berechnung ergibt | 
bleibt für 
(tC 
0.254152 
a? 
= 0,0833. — - 
a 
‘ 
FENG 


82 1 
5 (p, 2)? (2m + + p,*(2n + 1)? 


n=0 v=1 


ist. Dann besteht natürlich die Beziehung 
1 
CPO =F (+), 


die einem erlaubt, die Berechnung auf Argumente zu be- 
schränken, die kleiner als 1 sind. 
Wir erhalten folgende Tabellen: 


und (6) dar. 
Die Nochverweilzeit lautet nach (8) 


in. 


(47) [(2n + (2n+ 


ane 
4 Wir brauchen die Nochrerweilzeit einmal in der Nähe Ba 
= Da z= —z, ist die Nochverweilzeit in der Nähe 
von z = 0 nach (47) a, 
© J, (2 4) 
82 

Te) = (2n + 1)? n?p, p,*® 


a(t) 


Dann ist nach (17) und (18) 


J, (p,) 


Probleme der Brownschen Molekularbewegung Hm aye 

dagen 

0 0,0830 0 0,1214 
0,04 0,0730 0,04 0,1021 

0,25 00591 0,85 
25 0,0042 25 0,0029 
0 = 0 
3% 
Digg 4 uno stellen den Vorlauf der Funktionen F(t) 

Bath 2 

: 


F. Stadie 


Wir brauchen zweitens die Nochverweilzeit in der Nahe von 
r=o. Wir ein, da r = 9 —z, aus (47) 


(2m+1)x 
I(r) + + | cos i z. 


n=0 »=1 


5 


1 
O 02 04 06 7 2 


Nach (17) und Agek ist dann 


(2n + 1)x 


n=0 y=l 


3 
a 
re 
= 
008 
007 
005 
| 
00s | 
= Fig. 5 
| 
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Die Nochverweilzeit ist hier von r und z abhängig, P’ ist also 3 ‘ 
noch eine Funktion des Orts auf der Oberfläche. a 
Es wird also nach (18’) 


[Pac fP,do,+[P,do, 
fac + no? +2ngh 


Es ist dann 
e 
0 


+ 


und 
1 
(2n+1)* x? (2 +1)*p,*] 
—h/2 n=0 v=1 h? + g? | 
Setzen wir Fr = ¢, so erhalten wir für die mittlere Ver- 
weilzeit 
4 (e + 2h)3a® > 


89. Die Bestimmung von A und 1 


In den vorhergehenden Paragraphen sind die mittlere 
Nochverweil- und Verweilzeit bei verschiedenen Begrenzungen 
des Raums bestimmt worden. Mit Hilfe der ersteren können 
wir 27/r und damit den Radius r des Teilchens bestimmen. 

Es beträgt z. B. die mittlere Nochverweilzeit bei dem 
Problem der Begrenzung durch zwei Ebenen ie 


Daraus bestimmt sich 


ER 
x 
a 
ate 
| 
= 
- 
in 
tk 
= 
TER 
a 
12a? 24° 
N 


7 | 
Andererseits gilt nach Einstein?) 


(50) 


wo 7 die absolute Temperatur, £ den Reibungskoeffizienten 
bedeutet. 


Aus (49) und (50) ergibt sich dann fir = ea 
2:7 
(51) ak? 


Bei derselben Begrenzung durch zwei parallele Ebenen fanden 
wir fir die mittlere Verweilzeit 
= 
tt. | 
A 
Leider ist es nicht möglich, diese Verweilzeit zu bei 
achten; denn, wie wir bei der folgenden Abschätzung der 
Größenordnung von A sehen werden, ist der Elementarschritt 4 
kleiner als der Radius des Teilchens. Im anderen Falle 
könnten wir daraus A/r bestimmen. E 


Da außerdem nach dem Gleichverteilungsgesetz 


8kT 
(52) 
gilt, wiren wir dann imstande, mit Hilfe der Verweilzeit die 
Masse des Teilchens und mittels der Nochverweil- und Ver- 
weilzeit A und r einzeln zu ermitteln. 
Kennen wir umgekehrt die Masse, so können wir A und r 
einzeln berechnen. Das wollen wir in einem speziellen Falle 
tun. Goldkügelchen vom Radius r = 3.107" cm befinden sich 


in Wasser von 18°. Der Reibungskoeffizient ist 
= 1055 10-5 cm”! g sec™!, 
die Dichte des Goldes d= 19,3 cm”? g und die Boltz- 


mannsche Konstante k = 1,37 - 10”! cm? g sec”? grad!. 
Unter Benutzung von (50) und (52) ergibt sich 


(53) l= O11 10%, 
(54) t= Aon = 0,72 . 10-10 sec. 
1) Es heißt eigentlich bei Einstein = me pe aber da sein 4 


unser A, ist, muß es hier wie oben lauten, 


KA 
Er 
= 
IR 
® 
= 
= 
= 


le 


ni 
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§ 10. Nachtrag 

Wir wollen nun hier noch etwas näher auf den Unter- — 
schied zwischen Buchwalds sogenannter durchschnittlicher 
Austrittserwartungszeit!) und meiner Verweilzeit eingehen, de, 
wie gesagt, gleich definiert sind. Er berechnet nämlich n 
Wirklichkeit, und zwar bewußt, nicht die Verweilzeit, sondern sy 
(im Falle der Kugel) die Nochverweilzeit für eine etwas 
kleinere Kugel des Radius a—ö, wobei die Größe von d et 
physiologisch bedingt sein wird. Die von ihm berechnete 
Größe entspricht wohl, wie auch die von ihm angestellten 
Experimente zeigen, den Verhältnissen der tatsächlichen Beob- _ ® a 
achtbarkeit, während die von mir ermittelte, der strengen = 
Definition entsprechende Verweilzeit wohl kaum praktisch zu 
ermitteln sein wird. Das liegt an zweierlei. Einmal ist es 
schwer zu entscheiden, wann das als Beugungsfigur er 
scheinende Teilchen auf dem Rand des Gebietes liegt, sweitens i ee 
sind die Elementarschritte A kleiner als die Teilchendurch- BR. 
messer [vgl. (59)], so daß die beobachtete Zickzacklinie gar 
nicht der eigentlichen Bewegung mit allen ihren Einzelheiten 
gleichgesetzt werden darf, worauf schon Smoluchowskihinwis. 

Ähnlich liegt es bei den Rotationsbewegungen. Wie Ei : 
Gans?) gezeigt hat, springt die Intensität beleuchteter linearer _ 
Teilchen, die nicht unendlich lang gegen die Wellenlänge 
sind, gar nicht plötzlich von Null auf einen endlichen Wert 
oder umgekehrt, so daß auch hier die beobachtete Verweilzeit 
von physiologischen Einflüssen abhängen muß. 

Wie schon erwähnt, hat auch Smoluchowski?) die Ver- 
weilzeit berechnet, und zwar nach zwei verschiedenen Me- 
thoden. Erstens ist sie nach ihm gleich der mittleren Stoß- 
zeit der im Gebiet befindlichen Teilchen, wenn die Grenze 
des Gebiets für diese Überlegungen durch eine starre Wand 
ersetzt wird. Zweitens berechnet er die Verweilzeit direkt 
durch die Mittelwerte der im Innern des Gebiets vom Ein- 
tritt bis zum Austritt zurückgalegten Strecken, und zwar 
unter der Annahme, daß die „mittlere Weglänge“ A groß 
gegen die Lineardimension a des Gebiets ist. Er glaubt 


1) E. Buchwald, Ann. d. Phys. (4) 66. S. 16, 17. 1921, 
2) R. Gans, Ann. d. Phys. (4) 78. S. 17—20. 1925. 
8) M. v. Smoluchowski, Wiener Sitzungsberichte 124. S. 362. 1915. 


2 
1} 
)- 
18 
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le 
oh 
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aber, daß das Resultat von dem Verhältnis A/a unabhängig 
sein muß, und wendet es deshalb auf den ihn interessieren- 
den Fall A<a an. Beide Methoden führen zu demselben 
Ergebnis. Smoluchowskis Resultat ist nicht ohne weiteres 
mit meinem vergleichbar, da er Maxwellsche Verteilung der 
Geschwindigkeiten annimmt, ich aber der Einfachheit halber 
Gleichheit ihrer absoluten Größe für alle Teilchen voraus- 
gesetzt habe. 

Jedoch läßt sich natürlich die Smoluchowskische Methode 
leicht unter meiner Annahme durchführen, und da zeigt sich, 
daß sich dann bei ihm doppelt so große Werte der Verweilzeit 
ergeben als bei mir, d.h. also, daß die Verweilzeit doppelt so 
groß ist, wenn A>a, als wenn A<a ist. Der Grund des 
Widerspruchs ist, daß die Verweilzeit tatsächlich nicht von A/a 
unabhängig ist. Man muß also bei Betrachtungen über Brownsche 
Molekularbewegung, bei der es sich um Gebiete handelt, die 


r 


groß gegen den Elementarschritt A sind, auf meine Formeln 
11. Die Differentialgleichung fiir die Rotationsbewegung 
Say Nachdem wir die Translationsbewegung der Teilchen be- 


handelt haben, wollen wir uns der Rotationsbewegung zu- 
Bie wenden; denn auf die Weise werden wir die Erscheinung des 
2 J Funkelns ultramikroskopisch kleiner, nicht kugelförmiger 

Teilchen unter Hinzuziehung des Siedentopfschen Azimut- 
effekts erklären können.) 

Das mehr oder weniger lineare Teilchen rotiere unter 
dem Einfluß der Stöße der Molekeln der Flüssigkeit. A sei 
jetzt der Elementarwinkel, den es in der Elementarzeit rt 
zuriicklege. Zunächst wollen wir die Differentialgleichung, 
die wir zur Berechnung der Funkelzeit brauchen, aufstellen. 

Wir bestimmen die augenblickliche Orientierung des 
Teilchens durch den Ort, den der DurchstoBpunkt seiner 
Achse auf der Einheitskugel hat und fragen uns nach der 
= er Wahrscheinlichkeit, daß dieser Punkt, der zur Zeit ¢ = 0 in 0 

7 liege, und die Koordinaten 9 und p habe, zwischen t= 0 


” J. Traube und P. Klein, Phys. Ztschr. 23. §. 171. 1922. 


Ping 
be 
a 
are 
Bi; 
2 
“aa 
r 
4 
Pr’ 


j 


und ¢=¢ eine den Punkt O umgebende Kurve auf der Ein- 
heitskugel, den Rand des von uns betrachteten Gebiets, er- 
reiche. Diese Wahrscheinlichkeit nennen wir w (¢). Dann liegt 
der Durchstoßpunkt P zur Zeit r auf einem Kreise um O mit 
dem Radius A und hat die Koordinaten 9 und g’; die be- | 
trachtete Wahrscheinlichkeit ist — r), wo w die betrachtete 
Wahrscheinlichkeit auf dem Kreise vom Radius A ist, und es | 
gilt auf Grund der Gesetze über 
Zusammensetzung von Wahrschein- 
lichkeiten 
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oder, was dasselbe ist, 
(55) w(t +7) = 


wo de der zum Bogenelement ds des 

Kreises gehörige Zentriwinkel ist. 
Es bestehen nun folgende 

Beziehungen (vgl. Fig. 6): 


cos = cos # cos A + sin sin A cos 
und 
sin A sin a 
sin (9 — g) = 
Daraus ergibt sich, wenn wir bis auf Glieder zweiten Grades 
in A entwickeln, 


cos = cos + sin cos a-4—— cos? 


Radius A um 0 als Mittelpunkt ist, wenn wir cos ? = z setzen a: 
und nach er entwickeln 


v(z,9)+ ze 9 cos —F 009] + sin? 


1 Ow 

2 dx 
Ow [sin« sin « cos a cos 1 dw sin*a 
+ t+ sin? + dq? 


Mitteln wir über a, so erhalten wir 
dw 2 w #51 Ow 


Py 4 
e 
a 
77: 
ie 
n 
u- 
es 
er 
ii = 
er 
sei 
Der Wert von w auf einem Punkte des Kreises mit dem Be. 
E 
1g; 
on. 
les 
ler 
ler 
0 


ot 4t Ox 1-2? dq? 


da dies nach (55) dat, “a 
gleich w + ; a 
ist, so ergibt sich 
dw 2 w dw 1 aw) 
oder 
A. dw 
a Ss Das Gebiet, in dem wir ein Integral dieser Gleichung suchen, 
; ay sei der Komplex aller derjenigen Richtungen der Achse des 


linearen oder nadelférmigen Teilchens, unter denen das Teilchen 

sichtbar ist, wenn es von den in einem Kreiskegel befind- 

: lichen Lichtstrahlen beleuchtet wird und die Beobachtungs- 
Bae os richtung fest gegeben ist. Zu dem Zweck haben wir uns zu- 
ss nfichst nach der Bedingung der Sichtbarkeit eines linearen 

Teilchens zu fragen, bei gegebener Beleuchtungs- und ge- 
gebener Beobachtungsrichtung. 


812. Der Siedentopfsche Azimuteffekt !) 

Zu dem Zweck muß die Beugung einer ebenen Welle an 
einer Nadel behandelt werden. 

AC sei das nadelförmige Teilchen (vgl. Fig. 7). Es werde 
von einem Bündel paralleler Lichtstrahlen beleuchtet, die mit 
der Teilchenachse den Winkel & bilden. In Punkt 4 kommt 
das Licht zuerst an, und der getroffene Punkt der Nadel 
sendet eine Kugelwelle in den Raum, die zu einem be- 
stimmten Zeitmoment den Radius a hat. In Punkt 3 kommt 
das Licht um so viel später an, als es Zeit gebraucht, um die 
Strecke ZB zu durcheilen. In dem Augenblick, wo das 
von A abgebeugte Licht eine Kugel vom Radius a erreicht 
hat, hat der Punkt C erst eine Kugelwelle mit dem 
Radius a—BE erzeugt. Ist A der Ursprung eines Koordi- 
natensystems, dessen z-Achse mit der Achse AC des Teilchens 
zusammenfällt, und sei p der Abstand irgendeines Punktes B 
der Nadel von ihrem Endpunkte A, so lautet die Gleichung 
für die Schar der Kugelwellen 


(57) z? + y? + (z — p)? = (a — p cos a)’. 


‘1) H. Siedentopf, Ultramikroskopische Abbildung linearer Ob- 
jekte, Ztschr. f. wissensch. Mikroskopie 29. S. 10. Leipzig 1912. 
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Um die einhüllende Fläche dieser Schar zu erhalten, müssen 
wir (57) nach p differenzieren und mittels der so erhaltenen 
Gleichung p aus (57) eliminieren. 


Die Differentiation ergibt 


& 


Diese Gleichung” i einhüllenden Fläche wollen wir trans- 


formieren durch Parallelverschiebung des Koordinatensystems 
nach einem Punkte X (vgl. Fig. 8) auf der Verlängerung der 
Nadel und setzen AK=p, K sei so gewählt, daß die ein- 
fallende Welle gerade in X ankommt, wenn sich um 4 bereits 
eine Kugelwelle vom Radius a gebildet hat. 

Es ist also 


Po COS =a, 
Wir haben zu setzen um 


, 


a 


D, 
es 
en 
d- 
u- 
en 
> 
an 
rde 
mit 
mt Fig. 7 
del 
be- . 
die 
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icht 
E 
lens 
s B = 
ung 
und erhalten RS 


184 F. Stadie 
Durch Abbeugung an einer Nadel entsteht also eine Kegel- 
welle. Die Achse des Kegels ist die Nadelachse, und sein 
Öffnungswinkel ist + 

Der Normalenkegel auf diesem Kegel ist also der Kom- 
plex der abgebeugten Strahler® Da dieselben alle denselben 
Winkel « mit der Nadelachse bilden, den der Primärstrahl 
mit ihr einschließt, so erhalten wir den von Siedentopf 
(a. a. O.) gefundenen Satz: 

Die von einem nadelförmigen Teilchen abgebeugten Strahlen 
liegen auf einer Kegelfläche, deren Achse die Nadelachse ist, 
und auf deren Mantelfläche sich der beleuchtende Strahl be- 
findet. 

Die Nadel ist also sichtbar oder unsichtbar, je nachdem 
einer der Mantelstrahlen des abgebeugten Strahlenkegels in 
die Beobachtungsrichtung fällt oder nicht.') Mit anderen Worten: 
Ein lineares Teilchen ist sichtbar, wenn die Beobachtungs- 
richtung mit der Teilchenachse denselben Winkel bildet, den 
die Beleuchtungsrichtung mit ihr einschließt. Ändert sich die 
Orientierung der Nadel im Raum, so kann Sichtbarkeit mit 
Unsichtbarkeit des Teilchens abwechseln, je nachdem die so- 
eben formulierte Bedingung erfüllt ist oder nicht. Das macht 
sich durch Funkeln des Teilchens geltend.?2) Die Siedentopf- 
sche Sichtbarkeitsbedingung gilt in der oben gegebenen Form 
aber nur, wenn das Teilchen unendlich lang gegen die Wellen- 
länge ist. Nur dann wird das Teilchen ganz plötzlich un- 
sichtbar, wenn die Nadelrichtung auch noch so wenig von der- 
jenigen Richtung abweicht, die die Sichtbarkeitsbedingung in 
der obigen Form verlangt. 

Ist die Länge des Teilchens nicht unendlich lang gegen- 
über der Wellenlänge, so nimmt die Intensität des in die 
Beobachtungsrichtung abgebeugten Lichts stetig auf Null ab, 
wie Gans?) durch eine genauere Analyse des Beugungsvorgangs 
gezeigt hat. 

Wir wollen in folgendem aber stets an der einfachen 
Siedentopfschen Sichtbarkeitsbedingung festhalten. 

1) H. Siedentopf, Ztschr. f. wissensch. Mikrosk. 29. 8S. 19. 
Leipzig 1912. 
2) Vgl. wieder H. Bantsntopt, 8. 87. 
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Bei festgehaltener Beleuchtungs- und Beobachtungsrich- 
tung muß die Nadel, um sichtbar zu sein, also in der Ebene 
liegen, welche mit diesen beiden Richtungen gleiche Winkel 
einschließt. 

Nun wollen wir aber annehmen, daß nicht nur ein be- 
leuchtender Strahl existiere, sondern ein ganzes Bündel be- 
leuchtender Strahlen, das einen Kreiskegel vom Öffnungs- 
winkel « erfülle. Dann findet man die Sichtbarkeitsbedingung 
für das Teilchen folgendermaßen. 

Man konstruiere die Ebenen für alle Mantelstrahlen des 
Beleuchtungskegels und suche die Enveloppe dieser Ebenen. 
Die Nadel darf dann irgend ine Richtung innerhalb dieses 
Enveloppenkegels haben. Die feste Beobachtungsrichtung sei 
durch den Punkt 


(60) z=0, y=0, z=1 
auf der Einheitskugel gegeben. 

Die Richtung eines Mantelstrahls des Beleuchtungskegels 
sei z,, ¥,, 2), während die Achse des Beleuchtungskegels, die 
auf der Beobachtungsrichtung senkrecht stehe, die Koordinaten 


(61) Yo=9, 
habe. 

2, 20+ + 21 20 ped 
oder wegen (61) ur: 


= COS @. i 
Wir dirfen also setzen 
Nennen wir die Achsenrichtung der Nadel z,, y,, z,, so ist 
die Bedingung fiir die Sichtbarkeit = 
oder wegen (60) 
(63) + (% — 1)z, = 0. 
Setzen wir die Werte (62) für z,, y,, z, ein, so Ei wir 


(64) x, cos y, sin w cos ß + z, (sin « sin 
Annalen der Physik. IV. Folge. 86. 
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Um die Einhüllende zu erhalten, müssen wir nach f diffe- 

renzieren und dann f eliminieren. Es ergibt sich 
—y, sina sin +z, sina cosfP=0, 

ah tg p= 


und führen wir diesen Wert in 60 we so erhalten wir für 
den Enveloppenkegel 
(65) y,” sin? @ = (z,? + z,?) cos? a — 22, z, cos «. 
Dagegen ist die Sichtbarkeitsbedingung für den Achsenstrahl 
des Beleuchtungskegels (« = 0) 
z,—27,=0, 

d.h. die Nadel muß dann in der Ebene liegen, die den Achsen- 
strahl des Beleuchtungskegels und die Beobachtungsrichtung 
halbiert. Das veranlaßt uns, das Koordinatenkreuz z,y,z, 
darch die Transformation 

| 


um 45° um die y,-Achse zu drehen, und wir erhalten s0 
aus (65) 

sin? = (z,'? + z,’*) cos? — — 2,?) cos a. 

Ist speziell « sehr klein und lassen wir an den z,', y,', z,’, 
da jetzt keine Mißverständnisse mehr vorkommen können, die 
Akzente sowie die Indizes fort, so ergibt ic ale Fr 


2 ER 
(66) 2? = — (2? + 299). 
> 
Setzen wir 
x= COS 7 COS 
= C08 Bin 


z= sin 9, 
dann wird aus (66), da 7 sehr klein ist, 


ie 
- 
are 
r 
- 
= 
= — (cos 2 sin? 9). 


ir 


Das Gebiet, in dem die Nadel sichtbar ist, ist also ein schmaler 
Gürtel zu beiden Seiten des Aquators, dessen Ränder wellen- 
formig verlaufen, wie Fig. 8 es darstellt. Vorausgesetzt ist 
hier, daß das Teilchen durch ein kreiskegelförmiges Strahlen- 
bündel beleuchtet wird. Das ist z. B. der Fall, wenn man es 
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te 


mit Sonnenlicht ‘eee da die Sonne ein solches Strahlen- 
biindel. zur Erde sendet. 


$ 13. Die Bestimmung der Form eines Beleuchtungskegels, der 
die Integration der Differentialgleichung vereinfacht 


Es dirfte recht schwierig sein, die Differentialgleichung (56) 
in dem durch Fig. 8 dargestellten Gebiet auf der Kugel zu 
integrieren, derart, daB am Rande 
dieses Gebietes die Funktion w ver- 
schwindet.") 

Deshalb wollen wir jetzt die 
Frage stellen, wie der Beleuchtungs- 
kegel begrenzt sein muß, damit das 
Sichtbarkeitsgebiet ein Streifen um 
den Äquator herum wird, der durch 
die beiden Parallelkreise = 3, und 
— iH, begrenzt ist. 


| 
05. 
hl 0 
JE 
‘ 
-05 
z 
80 
} 
die N 
1) Die Winkel $ in § 11 und 7 in (67) stehen in der Beziehung © 
N 


Stadie 


Die Beobachtungsrichtung bleibt fest. Wir lassen die 
Acme den Rand des Gebietes, d. h. die Kreise 


(z, —2,)=+5 durchlaufen, wo b = cos #, in 
Frage kommende Streifen ist in Fig. 9 dargestellt. : 


Die Bedingung für die Sichtbarkeit war 

(63) +4, + (2,—1)z, =9. 
Ferner ist 
(68) 

und 

(69) 

Aus (68) folgt 
(68a) 
aus (63) 

3a) 

aus (69) 
Aus (68a), (63a), (69a) ergibt sich demnach pexe sea a 


2 2 


Aus (63), (68), (70) werden jetzt z,, y,, z, durch z,, ER 4, aus- 
gedriickt. 
Es ergibt sich 


Y — + %, — 1) 
T, =+ by2 + (x, =F 


(x, — — 1)y, 
-+ y2 2y,* 7 ms — 1% 

Setzen wir diese Werte in (69) ein, so erhalten wir fir die 

Mantelfläche des Beleuchtungskegels 


(72) 22° {[y,? + (z,— I)@,+2,- 1)? 
+ [(z, — 2, — 1)y,)? + [y,?+ 2, +2,— 
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Nehmen wir 5 sehr klein an, so daß 


Setzen wir diese Werte in (69) ein, so ER wir 
74 272 = 422. | 
Da aber wegen z,?+y,?+2z,2=1 und (73) & von höherer 
Ordnung unendlich klein ist, so wird aus (74) 
(75) 


Setzen wir 


. 
y, = sin « cos ß, 
z, =Sin«sin ß, 


so wird aus (75) 2 
(76) a? (cos? P+ = 


Einen solchen Strahlenkegel, der für das Azimut $# den 
Öffnungswinkel « hat, wo « sich aus (76) berechnet, könnte — 
man z. B. folgendermaßen realisieren. Man bilde die Sonne 
durch ein Objektiv O, in dessen Brennebene F ab und blende 
von ihr in dieser Ebene durch eine geeignete Blende einen 
Teil ab, Dann setze man das Objektiv O, in den Abstand 
seiner Brennweite f von der Ebene F. Es handelt sich also 


= 
ae 
(73) 
on? 2 . % 
N 
Br 
2 


darum, die Blende zu berechnen. Heinen wir ihren es 
vector @, so ist pe 


Sm 
7 tg a 


also 
o=fe. 
Somit ergibt sich aus (76) 


0? (cos? B+ = 


2 


$ 14. Die Integration der Differentialgleichung 


Die zu integrierende Gleichung lautet [vgl. (56)] 


dw 1 ö 1 
OF 
Die Grenz- und Anfangsbedingungen sind cin 


Da das Problem von unabhängig ist, die 
Differentialgleichung folgendermaßen 


(78) dw = a? Se dw 


wo a? = = ist. 
Wir machen die Substitution w = 1 — u ¥ und haben dana 
folgende Nebenbedingungen 
i= 1 fiir = 0 , 
=-0 für cos#= 


ree Setzen wir in (78) cos + = z, so ergibt sich, nachdem wir 
noch die oben erwähnte Substitution ausgeführt haben 


Die Lösung kann in der Form angesetzt werden 


‘ 
7 
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zu genügen 

Das ist die Differentialgleichung der Kugelfanktionen, da a 
für kleine 5 — und auf diesen Fall wollen wir uns beschränken — _ 
zwei Knoten der Funktionen X, sehr nahe beieinander liegen 
(c =+ 5 und -=-b), so kommen nur Kugelfunktionen sehr 
hoher Ordnungszahl in Frage, und zwar eine lineare Kombi- 
nation der Kugelfunktionen erster und zweiter Art P, bzw. Q.. 
Für diese Funktionen lauten die Näherungen für große n') 


Pale) = an) (a+2)9-%) 
+ cotg sin + 4) 4 
3) 


sin sin (n+ 3) 


In der Kombination X, = 4 P, (x) + BQ, (x) wäre ne Ne 
die Ordnungszahl n sowie "das Verhältnis B/A derart zu be- £7 
stimmen, dab X,(6)= 0 und X,(— 4) = 0. 
Wir ziehen jedoch eine andere Integrationsmethode vor it~ 


(82) dz da 


und erhalten, da die Funktion wegen der Randbedingungen 


gerade sein muß, 
X, = coshkz. 

1) E. Heine, Theorie der Kugelfunktionen, Berlin 1878, S. 178, 182. we a BE: 

2) Diese Annäherung kommt auf Vernachlässigung der Krimmung = = 

des Streifens heraus. 


| 
4 
5 
\ 
je 
| 
1 
In erster Annäherung?) setzen Wir die rechte Seite = 0, also < 
hk? = 0 
% 


> 


Setzen wir diesen Wert in die rechte Seite von (82) ein, 
schreiben wir 
(25 sin § + cos §). 
Wir setzen X, in der Form an 
X, = cos § + (AE sin + BE cos + Cé* sin &) 


und bestimmen A, B und C so, daß der Differentialgleichung 
wird. 
SE So erhalten wir 


@n+1)n 


Daraus folgt, w wenn wir für den Augenblick % 
cos ke + f(kz) 


. 


k=k+ Ak 
f (kb) 
aoe b sin kb 


(7 kb sin kb + sin id) 


d.h. 
; 
wo 
1 
(2n + 1)?n? 
gesetzt is 


Die Koeffizienten A, der Meg (91) Sultan sich aus 
1= > A, X,. 


Da die Funktionen X, als Lösungen der Differentialgleichung 
der Kugelfunktionen bekanntlich orthogonal sind, so erhalten wir 
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Setzen wir A, und A, b= a,, so ergibt sich 


Mit Vernachlässigung von b* wird 


_ 
ed), 
1 2 . 


Wir erhalten als endgültige Lösung 


v-1-—u 


=1—4 (1— @52)e 


Die Wahrscheinlichkeit, daß irgendein Teilchen ‘inant 
der Zeit ¢ an den Rand kommt, ist [vgl. (10)] 


84) 
+1: 


3° 
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Die mittlere Nochfunkelzeit ist [vgl. (11)] 


825° < 1 6b? 
(85) ant (2n + 1)* (1 + Qn + 
n=0 


x 
Benutzen wir die Relationen 


a's 


+ 3a 


Die Nochfunkelzeit als Funktion der Achsenrichtung des 
Teilchens, die durch x gegeben ist, ist [vgl. (8)] 


165? 
(z)= a? n® (2n +1) (1 


n=0 


1 4 } 
— 
ist 


wo d= 


Zur Berechnung der mittleren Funkelzeit brauchen wir 

im nächsten Paragraphen die Nochfunkelzeit nur in der Nähe 

von z= 5; darum setzen wir in X und erhalten 
be 

(x) = 


(87) (1 + 5%). 


Jetzt soll die mittlere Funkelzeit bestimmt werden, ähn- 
lich wie bei der Translationsbewegung. Da es sich bei diesen 
Betrachtungen nur um einen sehr schmalen Streifen zu beiden 
Seiten der Randlinie handelt, so dirfen wir ihn als eben auf- 
fassen. Es gelten dieselben Voraussetzungen wie damals. 

Wir berechnen zunächst die Wahrscheinlichkeit W (+) d+ 
dafür, daß der Durchstoßpunkt der Achse eines Teilchens durch 
die Einheitskugel, der infolge eines Elementarschritts A den 
Rand des von uns betrachteten Gebiets überschreitet, durch diesen 


Far 
(2n + 1) 960 
0.80 erhalten wir schließlich für die Nochfunkelzeit £ 
3 
} b? 
/ 
pe 
3 15. Die mittlere Funkelzeit 
AR 
er 
‘ 


Elementarschritt von P an einen Ort Q kommt, dessen Ko- _ 
ordinaten zwischen + und # liegen, wo der Abstand 
vom Nordpol O der Kugel sei (vgl. Fig. 10). Die Wahrschein- 

lichkeit, daß dieser Elementarschritt seinen Anfangspunkt 


zwischen den Poldistanzen o und o + do 


hat und mit dem Meridian OP einen g 

Winkel zwischen und + bildet, 
ist proportional P 
wenn wir cos setzen. 

Zwischen 7, o und n gilt die Be- 
ziehung Fig. 10 


Damit der Endpunkt des Elementarschritts A zwischen 9% und eo 


++ dd liegt, muß also die Ungleichheit gelten 


d.h. die Lage des Anfangspunktes und die Richtung des Ele- 
mentarschritts, die durch o und 7 bestimmt sind, müssen in 
der on-Ebene in dem Streifen zwischen den beiden Geraden © 


W($)d:% proportional f f do — —— 


wo die Integration sich tiber den Teil des Streifens erstreckt, 


der durch 8 = +, begrenzt ist, und wo cos = 


ist, unter +, die Poldistanz des Randes unseres Gebiets ver- 
standen. 
Somit folgt 


(89) = Kai = Kd#.2are cos 


Der Proportionalitätsfaktor K bestimmt ‚sich aus. 
Bedingung 
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1 
(91) Wh) arc Cos 7 


Führt man jetzt z=cos 4; z,=cos#, ein, so daß, da 
+ — J, sehr klein ist, 


%— x= sin — 
ist, so erhält man 


W(t) = — arc cos —— ws 
AVi-a? 
dd = w(z)dz')= cos dz. 
- a? 


Zo 
Kern, 


oder, wenn wir wieder r=a—C=b—C setzen, 


—_——. £(1 + 53)d 

| 


Durch Beobachtung der Nochfunkelzeit bestimmt sich —— 
und dieser Wert ist nach Einstein gleich A7@, unter G ‘te 


& EB, Beweglichkeit der Nadel für Rotationen um eine zur Figuren- 
achse senkrechte Drehachse verstanden. 

u >= 1) w(z)dz sei die Wahrscheinlichkeit, daß der Durchstoßpunkt der 


Achse eines Teilchens an eine Stelle mit den Werten zwischen x und 
# x + dx gelangt. 


fi 
(92) 
Di 
a Die mittlere eit bestimmt sich nun analog (15) durc 
- 
> 
| 
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Faßt man die Nadel als Rotationsellipsoid der Halb- 
-achsen a und c auf, wo c>a ist, so folgt nach einer von 
Be abgeleiteten Formel 


3 0,1081) 
bad 


—+0 1981) 
82 


Es ist aber in diesem Falle nicht möglich, ih , Hilfe . 
22 
die 


gibt, die Dimensionen des linearen Teilchens zu bestimmen, 
wie man etwa bei der Translationsbewegung den Radius der 
Kugelteilchen ermitteln kann; denn es sind hier zwei Un- 
bekannte, nämlich ce und a, in der Gleichung. Hier würde 
jedoch die Kombination der Beobachtung von Nochverweilzeiten 


für die mittlere Nochfunkelzeit gefundenen Formel, 


der Rotationsbewegung zum Ziele irren) 
Königsberg, II. physikalisches Institut. 3 


1) D. Edwardes, The quaterly journal of math. 26. S. 77. 1893. 

In der Formel für das Drehmoment ist bei D. Edwardes ein Fehler, 

den R. Gans, Ann. d. Phys. 86. S. 628. 1928 verbessert hat. 

2) Vel. R. Gans (a. a. O.). 
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bei der Translationsbewegung und von Nochfunkelzeiten bei 


|| 
od 
(96) 
= 
gegangen 4. Juni 1928) 
° 


von Samuel 


§ 1. Einleitung 


Da über die magnetischen Eigenschaften des Kobalts 
bisher nur sehr wenig bekannt ist, soll in der vorliegenden 
Arbeit versucht werden, an zwei verschiedenen Kobaltsorten 
spezifische magnetische Materialeigenschaften festzustellen, und 
zwar beziehen sich die Untersuchungen auf folgende charakte- 
ristische Kurven: die gewöhnliche und die ideale Magnetisie- 
rungskurve, die reversible Permeabilität auf der gewöhnlichen 
und auf der idealen Magnetisierungskurve und schließlich die 
Koerzitivkraft als Funktion der Temperatur. 

Die beiden zu den Messungen verwandten Stäbe, von denen 
der eine von der Fa. Krupp-Essen, der andere von dem Kaiser- 
Wilhelm-Institut für Eisenforschung in Düsseldorf hergestellt 
war, hatten nach einer Analyse, die Hr. Privatdozent Dr. Berg 
im hiesigen Chemischen Institut freundlicherweise ausführte, 
1,33 Proz. bzw. 1,5 Proz. Eisen. Die Verunreinigungen durch 
die Elemente C, Mn, Ni, Si waren bei beiden Stäben unter- 
halb 0,1 Proz. Es war leider nicht möglich, die Untersuchungen 
an eisenfreiem Kobalt auszuführen, da ein Versuch des Kaiser- 
Wilhelm-Instituts in Düsseldorf, aus eisen- und nickelfreiem 
Kobalt „Kahlbaum“-Pulver der Fa. Kahlbaum einen homogenen 
Stab zu gießen, mißglückt war, weil der gegossene Körper bei 
der Erstarrung porös wurde. Im folgenden will ich den Stab 
der Fa. Krupp mit X, den Stab des Kaiser-Wilhelm-Instituts 
mit Stab H bezeichnen. 

Im Laufe der Messungen ergab sich, daß die beiden Stäbe 
sowohl voneinander als auch von den Materialien von Fleming, 
Ashton und Tomlinson’) und Ewing?) in ihrem magnetischen 


1) J. A. Fleming, Ashton, Tomlinson, Phil. Mag. 48. 
S. 276. 1899. 


2 J. A. Ewing, — Induktion. Berlin 1892. S. 87 
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Verhalten stark abwichen. Auch die gleiche thermische Be- 
handlung konnte nicht, wie bei den anderen ferromagnetischen 
Materialien Eisen, Stahl. und Nickel, magnetische Ubereinstim- 
mung der beiden Stäbe hervorrufen. Stab X erwies sich als 
magnetisch hart, Stab H dagegen als sehr weich. Diese Eigen- 
schaft hatte für Stab Z zur Folge, daß er sich während der 
Messung der Koerzitivkraft zwischen — 185° C und + 420°C 
härtete, was sich in einer Vergrößerung der Koerzitivkraft bei 
gewöhnlicher Temperatur bemerkbar machte. 

Schließlich gaben die Meßresultate die Möglichkeit, die 
Anwendbarkeit der von R. Gans angegebenen quantitativen 
Gesetze für den Zusammenhang zwischen der reversiblen Sus- 
zeptibilität und der Magnetisierung') und zwischen der Ko- 
erzitivkraft und der Temperatur?) zu prüfen, deren Gültigkeit 
für Eisen, Stahl und Nickel durch die Beobachtungen fest- 


stand. In einem späteren Kapitel sind die hierauf bezüglichen 
Ergebnisse 
oft 


erfolgten nach der magnetometrischen Methode, und zwar 
wurde ein im hiesigen Institut konstruiertes störungsfreies = 
Magnetometer nach Kohlrausch und Holborn’) benutzt.*) er 
Zur Vermeidung von Nullpunktsänderungen wurde es im 
magnetischen Meridian justiert; der Stab wirkte in erster 
Hauptlage auf den oberen Magneten des astatischen Nadel- 
paares, das mit einem ausgeglühten Platin-Iridiumdraht von 
0,15 mm Dicke am Torsionskopf aufgehängt war. Die Magnete 
des Instruments waren 6 cm lang, ihre Entfernung voneinander 
betrug 1,05 m. RR 
Die zu den Messungen benutzten Stäbe hatten folgende k x 
Dimensionen: 


1) R. Gans, Ann. d. Phys. 33, S. 1065. 1910; Verhdl. d. D. Phys. Fr 
Ges. 12. 8. 802, 1910; Phys. Ztschr. 12. S, 1053. 1911; Ann. d. Phys. 61. 
8. 380. 1920. 

2) R. Gans, Ann. d. Phys. 42. S. 1076. 1918; 48. 8. 514. 1915. 

8) F.Kohlrausch u. L. Holborn, Ann. d. Phys. 10. 8. 287. 1903; 
vgl. auch E. Gumlich, Magnetische Messungen, 8. 47. 

4) Vgl. U. Adelsberger, Ann. d. — 83. S. 186. 1927. 
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Stab K StabH 
18,09 em 1 = 18,02 em 

V= 9,120cm® ‘V= 883m 


wobei / die Länge, d den Durchmesser und V das Volumen 
bedeutet. 

Die Volumina wurden aus den geometrischen Dimen- 
sionen berechnet. Für die Stäbe ergab sich aus den Daten 
für 7 und d 

Zum. 


Wegen der technischen Schwierigkeit einer exakten Ellipsoid- 
herstellung wurde die Stabform vorgezogen. Die dadurch ent- 
stehende Unsicherheit des Entmagnetisierungskoeffizienten er- 
scheint für die ballistischen Messungen durch die neueren 
Untersuchungen von Steinhaus!) nur gering. Die für Stab X 
und Stab H nach den Angaben von Steinhaus berechneten 
Entmagnetisierungskoeffizienten hatten die Werte 0,0543 bzw. 
0,0533. Für die magnetometrischen Messungen dagegen wurden 
die für Ellipsoide desselben Dimensionsverhältnisses gültigen 
Entmagnetisierungskoeffizienten benutzt, die die Werte 0,0696 
bzw. 0,0683 hatten. 

Beide Stäbe wurden vor den Messungen ausgeglüht und 
langsam abgekühlt. 


§ 3. Die Magnetisierungskurven 


Die Magnetisierungskurven wurden in üblicher Weise auf- 
genommen. Zur Ablesung der Stromstärke diente ein Prä- 
zisionsamperemeter von Siemens & Halske, die Änderung des 
Magnetisierungsstromes wurde durch induktionsfreie Ruhstrat- 
schiebewiderstände bewirkt. Alle Zuleitungen waren gut ver- 
drillt, um eine Fernwirkung auf das Magnetometer und Am- 
peremeter auszuschließen. Die Messungen wurden nach den 
Angaben von Gumlich?) ausgewertet. Der Einfluß der Tor- 
sion des Aufhängefadens konnte unberücksichtigt bleiben, da- 
gegen wurde die Korrektion der Ausschläge auf Bogen berück- 
sichtigt. 


IR 

rei 
‘ 

eee hy 1) W. Steinhaus, Ztschr. f, techn. Phys. 7. Nr. 10. S. 497. 1926. 
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Die wahre Feldstärke berechnete sich nach der Formel 
H=H,— NM, 

wobei H, = 0,4 ani die scheinbare Feldstärke, M die Magneti- 

sierung und N den Entmagnetisierungskoeffizienten bedeutet. 

Die Magnetometerkonstante C wurde mit Hilfe einer Flach- 
spule von zwei Lagen mit r = 11,52 cm Radius und n = 20 Win- 
dungen bestimmt, dadurch, daß ein gemessener Strom die 
Flachspule allein in bekannter Entfernung durchfloB und eine 
bestimmte Ablenkung der Magnetometernadel hervorrief. Die 
ebengenannte Spule diente gleichzeitig als Kompensationsspule 
zur Aufhebung der Wirkung des Magnetisierungsstromes auf — 
das Magnetometer. 

Das magnetisierende Feld wurde bei der Messung an 
Stab X von einer Spule von / = 30 cm Länge und d = 2,65 cm 
mittlerem Durchmesser erzeugt. Sie bestand aus 8 Lagen 
Kupferdraht von 1 mm Dicke, der auf Glasrohr mit Holzstirn- 
flächen gewickelt war. Die durch Auszählung des mittleren 
Teils ermittelte Spulenkonstante betrug 

Gauss 
H, = 0,4 ani = 82,6 
Da dieser Wert streng nur fir eine unendlich lange Spule 
| gilt, mußte noch wegen der entmagnetisierenden Wirkung der 
Spulenendflächen eine Korrektion eingeführt werden.!) Diese 
ergab bei einer Stablänge von A= 18 cm, einer Spulenlänge 
von /= 30cm und dem inneren Radius r, = 0,94 om, dem 
äußeren Radius r, = 1,75 cm für H, den Wert 


2 re? 
| 


A 


Zur Magnetisierung von Stab H diente eine ERRRE 
a Spule von 8 Lagen Kupferdraht von 1 mm Durchmesser, die | 
auf ineinandergeschobene Glasrohre mit Messingstirnflächen 
gewickelt war. Ihre Länge betrug / = 36,5 cm, ihr mittlerer — 
Durchmesser d = 3,5 cm. Die Spulenkonstante war 


H, = O,Anni = 94,5 
Amp. 


1) Vgl. U. Adelsberger, a.a.O., S. 187. 
Annalen der Physik. IV, Folge. 86, 
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Dieser errechnete Wert des Spulenkonstanten wich nur um 
2 Promille von dem experimentell durch eine ballistische 
| = kontrollierten Wert ab. 
Im folgenden sind die Messungsergebnisse mitgeteilt. 
Nach Gumlich berechnet sich C aus 


= 10 + 


und die Magnetisierung M aus 
Ca’ 


2V\1 + —— 


a? 


Dabei bedeutet: 


r Radius der Kompensationsspule, 

n Anzahl der Windungen auf der Kompensationsspule, 

a, Abstand der Eichspule vom Magnetometer, 

e, Eichausschlag (in Doppelmm), 

i, dazugehörige Stromstärke in Amp., 

A Skalenabstand, 

yw, Korrektion wegen der Astasierungsnadel, — 

1 Abstand der Pole des | Pr 
Nadellänge), 

a Abstand des Stabes vom Magnetometer, 

V Volumen des Stabes, 

ZL Abstand der Pole beim Stab, > 

Korrektion wegen der Astasierungsnadell. 


Tabellen 


Magnetisierungskurve Stab K 
Skalemabstand 4=1794 om 
Abstand der Eichspule + @= 67,09 cm 
_ Abstand des Stabes . . . a = 76,83cm 
V= 9,120 em® 
C= 2,90 em- 107! 
M= 
. H,= 82,1% (© in Amp.) 
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Um kleine einseitige Fehler 


Hysteresisschleifen selbstverständlich nach beiden Seiten m 


808 


auszuschalten, wurden die 


genommen. 
Nullkurve 
e (Doppelmm) i (Amp.) H, M 
2,4 0,057 4,880 | 9,841 | 0,650 
27,1 0,867 80,18 | 105,4 1,38 
57,5 0,820 67,82 | 223,6 15,56 
102,2 2,01 165,0 | 396,6 27,61 
113,2 2,24 188,9 429,0 80,56 
138,5 3,60 295,6 536,8 37,83 
159,2 4,50 869,5 606,8 42,82 
167,7 5,50 451,6 648,1 45,08 
201,8 8,00 656,8 773,0 53,80 
Absteigender Hysteresisast 
e (Doppelmm) i (Amp.) Ay M NM 
189,0 7,00 574,7 | 729,0 50,78 
167,1 5,00 410,5 | 645,7 44,94 
160,8 4,62 379,8 | 619,6 48,12 
133,0 3,00 246,38 | 515,0 35,84 
111,8 2,02 165,8 | 434,9 80,25 
80,7 1,00 82,1 318,5 21,82 
24,9 0 0 96,81 | —6,74 
—0,4 — 0,220 —18,06 | —1,557 | - 0,108 
Aufsteigender Hysteresisast 
e (Doppelmm) i (Amp.) H, M NM H 
64,4 1,00 82,1 250,3 17,42 64,7 
108,0 2,25 184,7 419,1 29,17 155,5 
145,1 4,00 828,4 561,8 89,07 289,3 
171,4 5,82 477,8 667,1 46,08 481,7 
188,9 7,00 574,7 128,5 50,70 524,0 
201,3 8,00 656,8 773,0 53,80 608,0 


 Skalenabstand 
Abstand Eichspule 
Abstand Stab 
Volumen 

Magnetisierung . . . 
Scheinbare Feldstärke 


Magnetisierungskurve Stab H 


A =179,4 cm 
a,= 54,77 cm 
a= 83,62 cm 
V= 8,833 cm? 
C= 2886-1077 

M= 
H,= 94,54 (@ in Amp.) 


=, 
— 
SE 
/ 
= 
Jom 
= = 
©. 


Samuel 


Nullkurve 
i (Amp.) H, M 
0,090 8,505 21,48 1,462 7,093 
0,200 18,90 138,2 9,44 
0,301 28,85 225,5 15,41 
0,500 41,25 370,8 25,38 
0,680 64,26 471,0 82,17 
0,98 92,61 575,1 39,29 
1,40 132,8 675,9 46,18 
2,09 197,5 188,8 55,14 
3,71 350,6 934,2 63,82 
5,49 518,8 1015 69,73 
8,08 163,6 1086 74,14 


Absteigender Hysteresisast 


e (Doppelmm) i(Amp.) A, M NM H 


196,5 5,98 560,4 | 1042 71,18 | 489,2 
189,5 4,98 470,6 | 1006 68,73 | 401,9 


179,9 8,92 370,4 955,8 65,29 | 305,1 
2,40 226,8 841,8 57,51 | 169,3 
1,40 132,3 708,2 48,04 84,8 
0,98 92,61 | 609,7 41,65 50,96 
0,50 47,25 | 449,7 30,72 16,53 
0,28 26,46 | 299,7 20,47 5,99 
0,14 13,28 | 189,1 12,92 0,81 

0 0 64,28 4,391 | — 4,391 


Aufsteigender Hysteresisast 


i (Amp.) A, M NM H 

— 0,090 — 8,505 | — 21,48 | — 1,461 | — 7,044 
0,260 24,57 183,7 12,55 12,02 
0,500 47,25 868,6 25,18 22,07 
0,730 68,99 486,4 33,22 85,77 
0,98 92,61 574,1 89,22 58,39 
1,40 182,8 668,5 45,66 86,6 
2,02 190,9 172,5 52,77 | 188,1 
2,94 2778 | 868,0 59,80 | 218,5 
4,78 451,7 | 978,2 66,82 | 884,9 
6,59 622,8 | 1046 71,44 | 551,4 
8,08 | 768,6 | 1086 74,14 | 689,5 


Den Verlauf der Kurven zeigen Figg. 1 und 2. 
i Wie aus den Resultaten ersichtlich ist, sind beide Stäbe 
außerordentlich magnetisch verschieden. Es ist nicht an- 


e (Doppelmm) 
4,0 
69,8 
88,1 
107,7 
’ 
148,1 
175,8 
192,3 
205,0 
e (Doppelmm) 
34,8 
68,9 
91,0 
107,2 
125,3 
— 145,0 
163,2 
184,2 
zunehmen, daß die Abweichung der beiden Stäbe voneinander 
oe 3 auf den Eisengehalt zurückzuführen ist, da dieser annähernd 


Uber 


M. Samuel 


gleich ist. Am wahrscheinlichsten ist der Unterschied durch 

den physikalischen Zustand (Härtegrad) bedingt, der trotz der 

gleichen thermischen Behandlung (Ausglühen) verschieden ge- 
blieben war. 

Keine der beiden Magnetisierungskurven stimmt mit den 

von Ashton, 1) und Ewing” 


700 200 40 300 600 700 
Fig. 3 
E = Ewing; F = Fleming; K = Stab K; H = Stab H 


überein. Fig. 8 gibt ein anschauliches Bild der Abweichungen 
der vier Kurven untereinander. 


84. Die ideale Magnetisierungskurve 
Wenn man einem konstanten Feld ein auf Null ab- 
nehmendes Wechselfeld überlagert, entsteht nach Steinhaus 
und Gumlich?) eine Kurve, die eine eindeutige Funktion der 
Feldstärke ist. 
Be 1) A. Fleming, Ashton, Tomlinson, a. a. O., S. 276. 
2) J. A. Ewing, a. a. O., 8. 87. 
Zn 8) W. Steinhaus u. E. Gumlich, Verhandl. d. deutsch. Phys. 
Ges. 17. S. 369. 1915. 
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Zur Erzeugung des konstanten Feldes wurde die in § 3 
für Stab H beschriebene Magnetisierungsspule gewählt. Als 
Entmagnetisierungsspule diente eine 40 cm lange, auf ge- 
schlitztes Messingrohr gewickelte Spule aus Kupferdraht, die 
so dimensioniert war, daß sie über die Magnetisierungsspule 
geschoben werden konnte. Ihr mittlerer Durchmesser war 
d= 6,2 cm, ihre Spulenkonstante ae tenes,” 


Die Entmagnetisierungsvorrichtung bestand aus Schiebewider- 
ständen, die durch eine Wippe entweder direkt mit der Wechsel- 
stromleitung von 220 Volt oder mit einem Transformator 
von 16 Volt Sekundärspannung verbunden werden konnten. 
Damit wurde eine genügend saubere Entmagnetisierung bis 
zur Stärke des Erdmagnetismus erzielt. Für kleine Feldstärken 
wurde ein Entmagnetisierungsapparat ähnlicher Konstruktion 
wie der von Gumlich und Rogowski!) benutzt. Für größere 
kam dieser nicht in Frage, da die Leistung des mir zur Ver- 
fügung stehenden Modells nicht ausreichte. 

Zur Messung war die Magnetisierungsspule mit der in 
§ 3 beschriebenen Kompensationsspule, einem Präzisions- 
amperemeter, Regulierwiderständen, einer Batterie und einem 
Kommutator zu einem Stromkreise vereinigt. In der eigent- 
lichen Messung wurde durch ein konstantes Feld ein Magneto- 
meterausschlag hervorgerufen, der durch Überlagerung des 
entmagnetisierenden Wechselfeldes zunahm. 

Die Auswertung der Messungen gestaltete sich wie bei 
der gewöhnlichen Magnetisierungskurve. Vor und nach jeder 
Messung wurde der Eichausschlag wiederholt und so die 
Magnetometerkonstante neu bestimmt. 

Für beide Stäbe ergaben sich die folgenden Resultate: 


Tabellen 


Ideale Magnetisierungskurve Stab K 
Skalenabstand . . . . . A=1794 cm 
Abstand Eichsspule . . . a= 59,23 „ 

Abstand Stab ..... @= 92,48 „ 
Magnetometerkonstante . . C= 2,905- 107! 
Magnetisierung . . . . M= 7,268 -&orr. 
Scheinbare Feldstirke . . H,= 94,5: (¢ in Amp.) 


1) E.Gumlich u. W. Rogowski, Ann. d. Phys. 34. S, 245. 
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e (Doppelmm) H, NM M 


4,8 4,725 2,427 34,8 2,298 
11,8 14,08 5,97 85,7 8,11 
28,72 8,64 124,2 15,08 
21,5 32,51 10,87 156,2 21,64 
2,5 42,58 12,89 185,2 29,64 
208 52,88 14,76 212,1 88,07 
38,9 68,04 17,14 246,2 50,90 
87,7 80,42 19,06 273,8 61,86 
46,1 118,4 23,81 834,8 90,09 
55,8 159,7 27,98 401,8 | 181,8 
GUD 285,8 88,88 486,1 | 201,5 
80,0 340,2 40,87 580,0 | 299,8 
395,9 42,98 617,6 | 858,0 
92,0 466,8 46,40 666,7 | 420,4 


Ideale Magnetisierungskurve Stab H 
Abstand Eichspule . . . a= 54,77 em Toh 


ry 


Abstand Stab . . . . 
Magnetometerkonstante . 
Magnetisierung . 
Scheinbare Feldstirke . . H,= in Amp. 


e (Doppelmm) i (Amp.) NM 


25,2 0,120 9,050 
46,1 0,280 16,54 
60,5 0,820 21,71 
13,6 0,430 26,40 
83,6 0,520 29,96 
99,8 0,700 85,75 

108,6 0,850 88,88 
119,0 1,02 42,58 
182,8 1,30 - 47,47 
141,4 1,68 50,51 
167,9 8,05 59,84 
178,9 4,07 884,6 63,45 929,0 821,2 


Den Verlauf der Kurven veranschaulichen Figg. 4 und 5. 3 25 ae 


85. Die reversible Permeabilität 


R. Gans!) definiert die reversible Permeabilität folgender- _ 
maßen: Ändert man auf irgendeinem Punkt der Magnetisierungs- 
kurve die Feldstärke um ein genügend kleines Stück AH in 
entgegengesetzter Richtung wie die vorhergehende Änderung 


1) R. Gans, Ann. d. Phys. 27. 8. 2. 1908. 


we 
3 
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von H, so tritt eine Induktionsänderung 4B ein, die reversibel 
ist Der Quotient 2 = u, heißt reversible Permeabilität. 

Dementsprechend ist das Prinzip der Messung folgendes: 
Durch die Magnetisierungsspule wird ein konstantes Feld er- 
zeugt, in einer zweiten mit ihr koaxialen Spule wird eine 
_ Feldänderung AH hervorgerufen. Dadurch tritt mittels einer 
auf den Stab gewickelten Induktionsspule von bekannter 
_ Windungszahl ein Ausschlag des mit ihr verbundenen balli- 

stischen Galvanometers ein. 

Zur Erzeugung des Zusatzfeldes AH bei der Messung 
der reversiblen Permeabilität waren zwei Lagen Kupferdraht 
von 0,5 mm Durchmesser direkt auf die in 883 und 4 er- 

 wähnte Magnetisierungsspule gewickelt. Der mittlere Durch- 
messer der Zusatzspule war 4,6 cm und die Spulenkonstante 
hatte den Wert | 3 


H, = 0,4nni = 32,97 


4 


Gauss 

Amp. 
Diese Spule war mit einem Akkumulator, einem Stöpsel- 
rheostaten und einem Kommutator verbunden. Zur ballistischen 

Aufnahme der Induktionsänderung waren unmittelbar auf die 
Kobaltstäbe Spulen von 5 cm Länge gewickelt. Stab X hatte 

827 Windungen Kupferdraht von 0,07 mm Durchmesser, Stab 4 
hatte 1400 Windungen Kupferdraht von 0,05 mm Durchmesser. 

Die Induktionsspule war mit einem ballistischen Galvanometer 

és von Hartmann und Braun unter Zwischenschaltung der 

Ga: Sekundärspule eines Normals der wechselseitigen Induktion 

von Siemens und Halske verbunden. Die Primärspule des 
Induktionsnormals diente in Verbindung mit einem Akkumu- 
lator und einem Widerstand dazu, das Galvanometer zu eichen. 
Die Einführung einer Beruhigungseinrichtung, die nach einer 
Bemerkung von Gans!) angeordnet wurde?), um die Strom- 
schwankungen des Magnetisierungsstromes unwirksam zu machen, 
erübrigte sich, da die Kontakte der Ruhstratwiderstände gut 


1) R. Gans, Ann. d. Phys. 61. 8. 390. 1920, oben. 

2) Zwei gleiche Kobaltstäbe, jeder in seiner Magnetisierungsspule 
und Zusatzfeldspule und jeder mit seiner Induktionsspule in derartiger 
Schaltung, daß die Induktionen durch den Strom in den Zusatzfeldspulen 
sich addieren, dagegen die durch Stromschwankungen in den Magneti- 
sierungsspulen sich aufheben. 
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genug waren und eine Hausbatterie fiir diese Messungen reser- 
viert wurde. 

Die Messungen gingen so vor sich, daß zuerst der Magne- 
tisierungsstrom erzeugt, dann das Zusatzfeld 4H einige Male 
kommutiert und schließlich der zu einem A H gehörige Galvano- 
meterausschlag abgelesen wurde. 

Die Auswertung erfolgte nach den Angaben von Gans.') 


Meßresultate 
Reversible Permeabilität Stab K ; 
Abstand Eichspule . . . a= 60,l1lcem 
Magnetometerkonstante. . . . C = 2,905+107! 
Magnetisierung. . . . . . . M = 
Wechselseitige Induktion . p = 0,01 Henry ge > 
Widerstand im Zusatzkreis . . w =223,37 Ohm ih 
Anzahl der Windungen . . . Z = 827 = 2 ee 
Querschnitt der Induktionsspule Q = 50,58 mm? | 
Widerstand im Eichkreis . W = 1003 Ohm 
Anzahl der Windungen/em auf 
Zusatzspule. . » 2... = 26,25 
Eichausschlag Galvanometer . . a, = 35,9 


Auf der gewöhnlichen Magnetisierungskurve 


Aussch Galvanometer- 
e( wer. ausschlag « 4849 |4B/49=u, 
49,1 9,37 22,10 
48,8 43,8 21,16 
43,6 125,4 19,62 
41,6 160,7 18,72 
39,5 189,6 17,78 
37,8 216,9 17,01 
36,3 289,3 16,34 
35,0 263,1 15,75 
38,4 279,7 15,08 
31,1 320,5 13,96 
26,1 419,8 11,72 12,29 
19,9 544,0 8,984 9,252 
22,5 487,8 10,10 10,52 
29,0 368,4 13,05 18,77 
47,8 95,85 21,46 28,19 
49,0 17,30 22,00 
26,0 422,6 11,67 12,24 
18,1 588,5 8,126 
47,1 97,30 21,15 | 


1) R. Gans, Ann. d. Phys. 27. 8. 17, 18. 1908. 
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Aus den vorstehenden und folgenden Meßresultaten ist 
ersichtlich, daß die reversible Permeabilität eine eindeutige Funktion 
der Magnetisierung sowohl auf der gewöhnlichen, als auch auf 
der idealen Magnetisierungskurve ist. 

Auf der idealen Magnetisierungskurve war der Gang der 
Messung bis auf die Überlagerung des Wechselfeldes, die selbst. 
verständlich bei geöffnetem Galvanometerkreis erfolgte, derselbe. 


Auf der idealen Magnetisierungskurve 


Die für die gewöhnliche Magnetisierungskurve angegebenen 
Daten behalten bis auf a, ihre Gültigkeit. — Da bei der fol- 
genden Meßreihe die oben angegebene Beruhigungseinrichtung 
eingeführt wurde, ist statt der Windungszahl Z 2 Z in die 


für gültige Formel einzuführen. 


Galvanometereichausschlag o, = 83,2 


48/45 | AB/AH=u, 


21,90 24,09 
21,58 23,69 
21,09 28,10 
20,17 21,97 
18,86 20,45 
18,28 19,70 
17,42 18,75 
16,62 17,94 
16,02 17,14 
15,38 16,84 
14,82 15,77 
14,02 
11,86 
10,16 
8,287 
7,971 


Reversible Permeabilität Stab H 


Wechselseitige Induktion . . . . p=0,01 Henry 
en Widerstand im Eichkreis . . . . W = 1003 Ohm 
Anzahl der Windungen . . . . Z= 1400 

; Querschnitt der Induktionsspule . Q = 49,02 mm? 
satzspule. . . . W 26,25 


“4 


| 
e (Doppelmm) | a | M EEE 

2,1 90,0 15,14 | 

5,5 88,8 89,60 

9,2 86,8 66,3 

14,8 83,0 106,7 

20,9 11,6 150,8 

23,9 15,0 172,8 

28,0 11,7 201,8 

31,1 68,4 224,2 

34,2 65,9 246,5 
an 68,1 265,2 
55,0 48,8 396,0 
34,1 569,9 9 
32,8 602,1 N 

? 
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Auf der gewöhnlichen Magnetisierungskurve: 
Abstand Eichspule . . . . . . a, = 54,77cm 
Abstand Stab. ....... 0=8426 „ 
Magnetometerkonstante . . . . C= 2,87. 107! 
Magnetisierung ......-. = 5,454 + Eyorr. 
Eichausschlag Galvanometer . . o = 60,0 


Veränderlichkeit von u, variiert werden, um auf allen Punkten 
der Kurve gleiche Genauigkeit der Ausschläge zu erhalten. 


e (Doppelmm) | M u, 


2011,55 0 63,20 85,97 
2011,55 102,6 61,48 
2011,55 163,1 57,00 “7s 
2011,55 84,6 254,7 51,09 64,93 

2011,55 82,8 306,0 |. 47,54 59,30 
2011,55 29,2 859,1 43,12 
2011,55 25,6 420,7 87,80 
2011,55 22,6 469,8 38,38 
1011,55 40,0 518,0 29,70 
1011,55 21,8 600,4 28,32 
1011,55 26,8 645,8 19,99 
511,55 82,0 814,7 11,75 
511,55 22,2 916,3 8,148 
511,55 17,1 | 1038 6,240 
511,55 38,0 773,9 18,95 
1011,55 80,2 619,0 22,48 
1011,55 86,8 557,2 27,88 
2011,55 28,0 401,9 41,84 
2011,55 86,0 277,6 53,16 
2011,55 41,2 187,0 59,04 
2011,55 42,0 12,54 | 62,02 
2011,55 41,6 69,8 61,48 
2011,55 38,8 140,1 57,31 
2011,55 85,2 233,2 51,97 
2011,55 29,0 342,6 42,88 
2011,55 24,0 445,6 35,44 
1011,55 42,4 500,1 81,48 
1011,55 30,4 619,0 22,49 | 


Figg. 6 und 7 zeigen den Verlauf der reversiblen Per- 
meabilität als Funktion der Magnetisierung. Auf dem steilen 
Teil der Hysteresisschleife machen sich wie bei Eisen, Stahl 
und Nickel kleine Abweichungen von der eindeutigen Kurve 
bemerkbar, doch sind diese gegenüber den sonst starken 
Hysteresiserscheinungen nur gering. Für beide Stäbe ergaben 
sich aber wiederum nicht dieselben Resultate. 


¥ 
. Der Widerstand w im Zusatzkreis muBte wegen der starken eel 
e 
= 
= 


Mullkurve 
aufsteigender 17; steresisas 


absteigender 
sdeale Kurve 


200 300 400 
Fig. 6 


+ Aullkurve 
aufsteigender Hysteresisast 
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Auf der idealen Magnetisierungskurve 
Abstand Eichspule . . . . . a, = 54,77cm dts 
Abstand Stab ....... a@=88,81,, pete 
Magnetometerkonstante . . . . C= 2,79-107' 
Magnetisierung . . . . . . . M= 5,218 Eyorr. 


Eichausschlag a, = 58,5 


e (Doppelmm) M | AB/AH, | 48/45 = u 
2011, 55 0 44,0 0 66,04 91,36 
2011,55 29,0 40,0 151,8 60,03 80,20 
2011,55 49,8 35,4 257,0 58,14 68,81 
2011,55 65,9 30,0 348,5 45,08 55,44 
2011,55 80,6 25,0 419,9 37,58 44,43 
2011,55 93,8 20,6 488,6 80,91 85,42 
1011,55 104,8 85,4 545,4 26,72 30,01 
1011,55 116,7 28,8 606,9 21,74 28,85 
1011,55 124,9 24,7 649,8 18,81 20,35 
1011,55 135,0 21,4 701,1 16,15 1781 

511,55 189,5 20,7 980,4 7,792 8,084 
1011,55 115,5 29,6 600,4 22,34 24,58 
1011,55 | 96,4 40,0 501,9 30,18 84,45 
4 86. Magnetisch-korrespondierende Zustände 


Der eindeutige Zusammenhang der reversiblen Per- 
meabilität mit der Magnetisierung legte es nahe, die Anwend- 
barkeit des von R. Gans!) angegebenen quantitativen Ge- 
setzes der magnetisch korrespondierenden Zustände auf die 
Meßresultate nachzuprüfen. 

Nach Gans ist die reversible Suszeptibilität X, in jedem 
Punkte der Magnetisierungsebene bestimmt durch "die Para- 
metergleichungen 


wobei X, die Mo de 
sierung "bedeutet. D. h. also, daß man die reversible Sus- 
zeptibilität aus der Anfangssuszeptibilität und der Sattigungs- 
magnetisierung berechnen kann. Als nun die aus den Mes- 8 
sungen der reversiblen Permeabilität ermittelten Werte für X,/K, Fal 
als Funktion der jeweiligen M/M. aufgetragen wurden, wobei — 


1) Vel. Fußnote § 1. 
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M. Samuel 


4 fir M. nach P. Weiß!) M. = 1412 gesetzt war, ergab sich 
amy 3 keine Übereinstimmung mit der aus obigen Gleichungen er- 


_ rechneten Kurve. Auch zeigten die beiden Stäbe unter- 
einander durchaus verschiedene Gesetzmäßigkeit in der An- 
 näherung an den Wert der Sättigungsmagnetisierung, die nach 


dem Verlauf der Kurven x =f (a: für beide Stäbe die- 


S 


H 
| 
02 04 76 08 
Mec 

Fig. 8 


Ber: ERS Sättigungsmagnetisierung erreicht, aber die Art der Annähe- 
Be EN rung an den Sättigungswert für verschieden hartes Material 
verschieden ist. Aus den folgenden Tabellen und den Kurven 
‘Fig. 8 ist die Abweichung von der theoretischen Kurve 7, 
die der Funktionentabelle*) entnommen wurde, ersichtlich. 


1) P. Weiss, Journ. d. Phys. Mai 1910, Separatabdruck S. 18. 
f 2) Vgl. R. Gans, Göttinger Nachr. 1911, 8.45. 


816 
{70 
2% 
selbe zu sein schein ies stimmt mit dem von Weiss!) ge- 
fundenen Resultat 5 daß bei Kobalt derselbe Wert der 
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Tabellen 
Stab K 
My = 24,10 Mo = 1412 


M 
MN. 
15,14 0,0107 
66,31 0,0470 
0,1064 
0,1429 
0,1746 
0,2001 
0,2270 
0,2609 
0,2805 
0,3451 
0,4036 
0,4264 
Stab H 
= 1412 My — 1= 
M 
102,6 0,0727 0,9393 
151,8 0,10715 0,9108 
257,0 0,1820 0,7737 
277,6 0,1986 0,7394 
343,5 0,2483 0,8257 
359,1 0,2548 0,5924 
469,8 0,3327 0,4836 
488,6 0,3460 0,3956 
600,4 0,4252 02886 
606,9 0,4298 02626000 
701,1 0,4965 0,180 
814,7 0,5770 
980,4 0,6943 
1038 0,7351 


eg. 87. Die Koerzitivkraft als Funktion der Temperatur 

Schließlich wurde die Koerzitivkraft als Funktion der 
Temperatur gemessen, und zwar in dem Bereich von — 185° 
bis +420° C, 

Für die Messung bei Temperaturen über Zimmertempe- 
ratur war die magnetometrische Justierung im Prinzip die- 
selbe wie bei der Aufnahme der Hysteresisschleifen, nur die 

Annalen der Physik. IV. Folge. 86. 


3 | | 
23,09 
11,75 
5,383 


a 


Empfindlichkeit wurde gesteigert durch Verringerung des Stab- 
abstandes vom Magnetometer. Die Magnetisierungsspule war 
eine wassergekühlte, auf Messingrohr gewickelte Spule von 
1 = 33 cm Länge und d = 6,1 cm mittlerem Durchmesser aus 
8 Lagen Kupferdraht. Der innere freie Durchmesser der 
Spule war so bemessen, daß der zur Erzeugung der hohen 
Temperaturen notwendige elektrische Ofen hineingeschoben 
werden konnte. 
Die Spulenkonstante betrug 


H, = 0,4nni = 79,6 
Amp. 


unter Annahme einer unendlichen Länge der Spule. Die 

Korrektion wegen der entmagnetisierenden Wirkung der End- 

flächen ergab bei der auf 12cm reduzierten Stablänge für 
H, den Wert 

H, = 79,6i(1 — 0,020) = 78,0: (€ in Amp). 

Nach den Messungen an Stab X war die Wasserkühlung 

undicht geworden, so daß die Spule neu gewickelt werden 


Die neue Spulenkonstante war 


H, = 80,8 i(1 — 0,020) = 78,73 (iin Amp) 


Zur Erzeugung der hohen Temperaturen wurde ein elek- 
trischer Ofen konstruiert von 22 cm Länge und 2 cm lichtem 
Durchmesser. Die bifilare Wicklung war nach innen frei, 
um eine möglichst hohe Wärmewirkung zu erzielen, nach 
außen mit Wasserglas und Marquardtscher Masse isoliert. 
Als Heizdraht wurde zunächst Chromnickeldraht genommen. 
Dieser bewährte sich jedoch nicht, da durch kleine Unregel- 
mäßigkeiten in der Drahtdicke einige Stellen höher erhitzt 
wurden, als es der Durchschnittstemperatur entsprach, so daß 
der Ofen durchbrannte. Deshalb wurde der endgültige zu den 
Messungen verwandte Ofen aus Platindraht von 0,3 mm Dicke 
hergestellt. Die örtlichen Temperaturdifferenzen im Ofen waren 
so klein, daß sie durch Einführung des Stabes infolge seiner 
Wärmeleitung fast völlig ausgeglichen wurden. Näheres ist 
aus der Ofencharakteristik Fig. 9 zu ersehen, die in Abständen 
von 2cm auf 12cm Länge in der Mitte ohne den Stab auf- 
genommen wurde. Abszisse ist dabei der Abstand von der 
Ofenmitte in Ordinate die 
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Der Ofen wurde mit Wechselstrom aus dem Stadtnetz 
geheizt. Die Temperaturmessung erfolgte mit einem von der 
PTR. geeichten Thermoelement Const.-Cu; die Lötstelle kon- 
stanter Temperatur befand sich auf 0° 

Die Messung ging folgendermaßen vor sich: Nachdem die 
Temperatur des Stabes, die nach der Kompensationsmethode 
gemessen wurde, konstant war, wurde die Hysteresisschleife 
bis zu einer genau festgelegten Spitze von 900 Gauss einige 
Male durchlaufen. Bei H,=0, d.h. bei der scheinbaren 


Temp. 


+2 +4 +6 — Abstand von Mitte 
Fig. 9 


| cienicin wurde durch einen Umschalter eine geringere Span- 


nung an den Magnetisierungsstromkreis gelegt, das Ampere- 
meter auf einen empfindlicheren Bereich eingestellt und das 
Feld so lange verändert, bis das Magnetometer auf Null ein- 
stand. Die dazugehörige Stromstärke wurde am Amperemeter 
abgelesen. Selbstverständlich wurde die Koerzitivkraft auf 
beiden Seiten der Hysterisschleife gemessen. Die Abweichungen 
der beiden Seiten betrugen maximal 1 Proz. 

Für tiefe Temperaturen mußte die magnetometrische 
Anordnung verändert werden, und zwar erfolgte die Justierung 
in ähnlicher Weise, wie sie R. Gans!) bei seinen Messungen 
der Koerzitivkraft an Nickel, Eisen und Stahl benutzt hat. 
Die Magnetisierungsspule, die auch zu den Messungen bei 
höheren Temperaturen verwendet worden war, wurde in ge- 
ringer Entfernung vom Magneten vertikal auf die Magneto- 
meterschiene gestellt. Ihre Horizontalkomponente an der Stelle 
des oberen Magnetometermagneten wurde mit der in § 3 er- 
wähnten Flachspule kompensiert. In die 


1) R. Gans, Ann. d. Phys. 42. S. 1073. 1913. 
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paßte ein Dewargefäß, das den Stab und den Kohlensäure- 
schnee mit Äther bzw. die flüssige Luft aufnahm. Der Stab 
befand sich in der Spule in solcher Höhe, daß im wesent- 
lichen nur ein Pol auf die Magnetometernadel wirkte, d.h. 
der Pol lag genau in Höhe der Magnetometernadel. Als Kon- 
trolle für die Justierung wurde festgestellt, daß die Koerzitiv- 
kraft bei Zimmertemperatur sowohl in der vertikalen als auch 
in der horizontalen Anordnung dieselbe war. 

Die Messung vollzog sich in genau derselben Weise wie 
bei hohen Temperaturen. Bei Stab H zeigte es sich, daß 
seine Koerzitivkraft bei gewöhnlicher Temperatur nach erst- 
maliger Abkühlung auf —185° C größer geworden war, d.h. 
der Stab war magnetisch härter geworden. Da zunächst eine 
Art Temperaturhysterese vermutet wurde, durchlief man den 
Temperaturzyklus von —185° bis +420°C mehrmals. Dabei 
erhielt man das Ergebnis, das bei Stab X schon bei der ersten 


Stab K 
Temp. C H, 
— 185 27,7 
- 79 24,1 . 
+ 16,1 aes 
+ 65,4 
96,8 
190 
der Abkühlung der Abkühlung 
i(Amp)| Temp.C | Hy i (Amp) | Temp.C | HM, 
01885 | —185 14,4 
0,0865 + 15,0 681 0,147 + 14,8 11,56 
0,0822 64,1 | 6,47 oaks 0,126 | + 82,0 10,07 
00771 | 111 | 607 O115 181 9,05 
00726 | 178 | 571 0,1045 167 8,22 
| 2.0089 


] 
( 
I 
LA 
a 
24 
22 
Z 
2 
= 18 
12 
v 
4 
0,0655 265 | 5,15 0,0760 300 5,98 
= ae 0,0615 330 4,84 0,0645 353 5,00 
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Messung galt, daß die Koerzitivkraft eine eindeutige Funktion Er 
der Temperatur ist. 


Aus den vorstehenden Tabellen und Fig. 10 ist die Tempe- 
raturabhängigkeit der Koerzitivkraft zu entnehmen. — 


| | i 
-200 0 700 200 30 400 Temp 


Fig. 10 


§ 8. Das quantitative Gesetz der Temperaturabhängigkeit 
der Koerzitivkraft 
Nach den Untersuchungen von R. Gans an Eisen, Stahl 
und Nickel!) läßt sich auch für den Zusammenhang zwischen 
Koerzitivkraft und absoluter Temperatur eine aa an- 


geben, die durch die Parametergleichungen 
C 8L 8L@) 


1) R.Gans, Ann. d. Phys. 42. S. 1076. 1913; 48. 8.518. 1915. 
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bestimmt ist, wobei C die jeweilige Koerzitivkraft, C, die 
Koerzitivkraft im absoluten Nullpunkt, 7 die jeweilige abso- 
lute Temperatur, © die absolute Temperatur des Curieschen 
Punktes bedeutet. L(x) ist wieder die Langevinsche 
Funktion 

ne 10:4 Auch diesen funktionalen Zusammenhang erfüllte die 
 Koessitivkraft des Kobalts nicht, ferner folgten die beiden 


ox Pr 


in der Annäherung an den Curieschen Punkt. Es scheint 
dies ein Analogon zu der in $ 6 erwähnten Beobachtung von 
Pierre Weiss für die Sättigungsmagnetisierung zu sein, da 
die Kurven der Temperaturabhängigkeit für Stab X und Stab H 
auf verschiedenen Wegen demselben Wert des Curieschen 
Punktes zuzustreben scheinen. 

Die folgenden Tabellen und Fig. 11 zeigen die Ab- 


Stäbe untereinander durchaus verschiedenen Gesetzmäßigkeiten 
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weichung der aus den experimentellen Daten ermittelten 


von der aus R. Gans!) entnommenen Kurve. 
Als Wert der Koerzitivkraft am absoluten Nullpunkt 
wurde nach dem Verlauf der Kurve Fig. 10 für Stab X 
C, = 29,4 Gauss, für Stab H C, = 15,0 Gauss gewählt, der 


Curiesche Punkt hat nach den Angaben von Steinhaus?) » 
den Wert 9 = 1348° abs. T. # 
Stab X Stab H a. 
0,9418 0,0653 000 
0,8194 0,1439 17 
0,6120 0,2145 02135 
0,5250 0,2510 0,264 
0,4798 0,2748 0,2997 
0,3737 0,3435 0,3264 
0,3502 0,3583 0.3791 
0,2839 0,4132 04251 
0,2105 0,5141 0,4644 
§ 9. Zusammenfassung 


Es wurde an zwei verschiedenen Kobaltstäben die ge- 
wohnliche Magnetisierungskurve, die ideale Magnetisierungs- 
kurve, die reversible Permeabilität und die Koerzitivkraft als 
Funktion der Temperatur gemessen. 

Es zeigte sich, daß trotz gleicher thermischer Vorbehand- 
lung (Ausglühen und langsames Abkühlen) keine Übereinstim- 
mung der Resultate an den beiden Stäben gewonnen werden 
konnte. 

Ich habe in Widerspruch mit den Angaben von O.Bloch?), 
der bei seinen Messungen gefunden hat, daß das Kobalt nach 


1) R. Gans, Göttinger Nachrichten S. 45. 1911. 

2) W. Steinhaus, Handb. d. Phys. 15. S. 191. 
Scheel). 

8) O. Bloch, Über die magnetischen Eigenschaften der Ni-Co- 
Br Dies, Zürich $. 85. 1912. 
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einer Erwärmung auf über 700° härter wird, nicht beobachtet, 
daß die magnetischen Eigenschaften sich durch Erhitzung auf 
ungefähr 1000° merklich geändert haben. Bei dem von mir 
gemessenen Stab // konnte erst eine Abkühlung auf — 185° C 
eine magnetische Härtung bewirken, aber dennoch keine Über- 
einstimmung mit Stab X hervorrufen. Auch die Ergebnisse 
der Messungen anderer Beobachter wichen sowohl von meinen 
als auch untereinander ab. r 

Die reversible Suszeptibilität ist wie bei Eisen, Stahl und 
Nickel eine eindeutige Funktion der Magnetisierung, aber das 
Ganssche Gesetz der magnetisch korrespondierenden Zustände 
gilt nicht. 

Die Koerzitivkraft ist zwischen —185° und +400° C eine 
eindeutige Funktion der Temperatur, aber es ist nicht die- 
selbe Funktion wie die von R.Gans bei Eisen, Stahl und 
Nickel gefundene. 


Hrn. Prof. Dr. Gans bin ich fiir die Anregung zu dieser 
Arbeit, sein dauerndes Interesse und seine ständige Unter- 
stützung zu großem Danke verpflichtet. 

Ferner möchte ich Hrn. Privatdozent Dr. Berg für die 
Analysen meiner Materialien, und dem Kaiser-Wilhelm-Institut 
für Eisenforschung in Düsseldorf für die kostenlose Herstel- 
lung des einen Stabes bestens danken. 


Königsberg i. Pr., 8. Juni 1928, II. Physik. Institut. 
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Flugzeug-Kondensor fiir Radium-Emanat 
Manometer 


mit Kühlgefäß. Links oben Staudüse mit 


Flugzeug-Kondensor für Radium-Emanation, 
ohne Kühlgefäß 
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Fig. 3 
Anordnung der Apparatur zur Messung der Radium-Emanation 
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